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Resumo

Um elemento finito corrotacional eficiente e preciso para a andlise de pérticos planos, sob
pequenas deformacoes mas grandes rotacoes, é desenvolvido neste trabalho. O elemento é
localmente formulado como o elemento linear tradicional baseado na teoria de Euler-Bernoulli
para pequenas rotagoes. Uma técnica incremental iterativa baseada no método de Newton-
Raphason é empregada para a solucao das equagoes nao lineares de equilibrio. Apresentam-se
exemplos numéricos que demonstram a eficiéncia e a capacidade da formulagao corrotacional
em lidar com grandes rotagoes. Os resultados obtidos sao validados por meio de solugoes

exatas disponiveis na literatura. Uma boa precisao pode ser encontrada em todos os casos.



Abstract

An efficient and accurate corotational finite element for the analysis of plane frames, under
small strains but large rotations, is developed in this work. The element is locally formulated
as the traditional linear element based on the Euler-Bernoulli theory for small rotations.
An incremental-iterative technique based on the Newton-Raphson method is employed for
the solution of the nonlinear equilibrium equations. Numerical examples that demonstrate
the efficiency and large rotation capability of the corotational formulation are presented.
The element results are validated by exact solutions available in the literature. Very good

agreement is found in all cases.
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Capitulo 1

Introducao

O movimento de um sélido no espaco é ilustrado na Figura 1.1, para fins diddtico, por uma
viga dividida em quatro elementos finitos e submetida a uma carga-momento. Suponha que
se deseja determinar a configuracao C),, do elemento proximo & extremidade livre, quando a
carga que atua tem magnitude M,,. A natureza nao linear do problema requer que a solugao
seja obtida em etapas: conhecem-se antes as configuracoes Cy, C, ..., C;, ..., C,_1 para,
em seguida, determinar-se a configuracao C,. Quatro dessas configuracoes sao indicadas
na Figura 1.1: a configuracao inicial Cj, uma configuracao intermediaria C;, a configuracao
C,—1 e a configuracao atual C), que se deseja determinar.

Se no processo incremental iterativo para a determinacao de C), as equagoes sao estabele-
cidas tomando-se como referéncia uma configuracao conhecida, é dito que se estd utilizando
uma descricao lagrangiana: na descri¢ao lagrangiana total Cj é a configuragao de referéncia;
na descrigao lagrangiana atualizada a referéncia é a configuracao C,,_;. CESCOTTO et al.
(1979) sugerem o nome “generalizada” para a descrigdo com referéncia numa configuracao
intermediaria C;, que tem como casos particulares a descri¢ao lagrangiana total (C; = Cp) e
a atualizada (C; = C,,_1). A descrigao euleriana, que usaria como referéncia a prépria con-
figuragao C),, é de uso limitado na mecénica dos sélidos pelo fato de C), ser uma configuracao
desconhecida no processo de solucao.

Nos problemas geometricamente lineares é técito o uso da descricao lagrangiana total
devido a proximidade entre Cj e C,,.

Para grandes rotagoes sob pequenas deformacoes, os elementos finitos corrotacionais

tém mostrado uma certa superioridade em relagao aos elementos que usam descricoes la-
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Figura 1.1 O elemento estd em equilibrio nas configuragoes Cy, C;, C,,_1 e C,,. Apesar de

ser apenas auxiliar, a configuracao Cp, é fundamental para os elementos corrotacionais.

grangianas. Tais elementos adotam uma configuracao indeformada auxiliar Cy,,, muito proé-
xima a C,, que é obtida exclusivamente pelo movimento de corpo rigido do elemento de
sua configuragao Cy. Nenhuma parcela de movimento de corpo rigido existe entre as con-
figuracoes Cy,, e C,, de modo que todo deslocamento entre essas configuragoes é revertido
em deformacao. Identificar Cy, com essa propriedade seria o ideal sob o ponto de vista da
descrigao corrotacional, que tem suas raizes no teorema da decomposigao polar (MALVERN,
1969; CHANDRASEKHARAIAH e DEBNATH, 1994). Utilizando-se de ambas as configuragoes
Cy e Cy, como referéncia, a descricao corrotacional nao pode, a rigor, ser classificada como
lagrangiana ou euleriana, como as vezes aparece rotulada na literatura.

Para uma melhor compreensao por que o uso simultdneo das configuracoes Cy e Cy,
é tao essencial para o sucesso dos elementos finitos corrotacionais, perceba que podemos
aproximar Cy, de ), tanto quanto desejamos reduzindo o tamanho do elemento com o
refinamento da malha. Visto que a deformacao é medida em relacao a Cy,, e nao em relagao
a Cp como faz, por exemplo, a formulagdo lagrangiana total (SANTOS, 2015), podemos
adotar um simples elemento linear para descrever o movimento entre Cy, e C,. Toda a
nao linearidade geométrica que se dd no movimento completo entre Cy e ), é nitidamente
externa & formulagio local (entre Cy, e C,,) do elemento. E a relagio que estabelecemos entre
os incrementos dos deslocamentos nodais entre as configuragoes Cy,, e C), e as configuragoes

Cy e C, que responderd pela nao linearidade geométrica na formulagao.
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WEMPNER (1969), BELYTSCHKO e HSIEH (1973) e ORAN (1973a; 1973b) foram pioneiros
na introducéo dos elementos finitos corrotacionais. E no trabalho de BELYTSCHKO e GLAUM
(1979) que o nome “corrotacional” aparece pela primeira vez para designar a existéncia de
um sistema local de eixos que translada e gira continuamente com o elemento. Depois disso,
a maioria do artigo publicados sobre o assunto passaram a adotar a mesma terminologia.

Desenvolvemos neste trabalho uma formulagao corrotacional de maneira consistente para
pérticos planos sob pequenas deformacoes mas grandes rotacoes. O movimento entre as
configuragoes Cy,, de C), ficard por conta do simples elemento linear da teoria de vigas Euler-
Bernoulli (COOK et al., 2002). Ou seja, polindomios linear e cibico serdo adotados para
as componentes axial e transversal do deslocamento, respectivamente, na descricao desse
movimento.

Apresentamos no Capitulo 2 a formulagao corrotacional. Os resultados numéricos na
forma de tabelas e curvas, demonstrando a eficiéncia da formulacao e sua capacidade em
lidar com grandes rotacoes, sao apresentados no Capitulo 3. Finalmente, apresentamos no

Capitulo 4 as conclusoes e sugestoes para futuros desdobramentos deste trabalho.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

A Figura 2.1 mostra um elemento de viga na configuragao Cy, com as extremidades nos nés
1 e 2; na configuracao Cj,,, com os nés em 1* e 2”; na configuragao C,,, com os nés em 1* e 2*.
O movimento entre Cy e (Y, pode ser imaginado da seguinte forma. Primeiro, o elemento
translada rigidamente de u; e v; segundo os eixos globais x e y, respectivamente, de maneira
que o n6 1 passa para 1* e o n6 2 para 2’. Em seguida, gira rigidamente de o — oy em torno
de z, passando o n6 2’ para 2” mas mantendo o né 1* fixo.

Denotemos por

d:LU1 v 01 ug vy 0. JT (2~1)

os deslocamentos nodais entre as configuracoes C e C), no sistema global xy, e por
. s T
d=|uy 0. 6] (2.2)

os deslocamentos nodais entre as configuracoes Cy,, e C), no sistema local zy. Este sistema
¢é escolhido de maneira a transladar e girar continuamente com o elemento, mantendo sua
origem no né 1* e o eixo  apontando para o né 2*. Perceba que as componentes 1, U € U
sao omitidas de d por serem nulas. Os deslocamentos d néo sao afetados por movimento de
corpo rigido e sao os unicos responsaveis pela deformacao do elemento. As seguintes relacoes
geométricas nio lineares entre as componentes de d e d podem ser escritas a partir da Figura
2.1:

Uy = L — LO ‘9,21 = ‘9,21 - (a - Oéo) 9z2 = 9z2 - (Oé - Oé()) (23)

12
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configuracio C

n —_

configuragdo C,,

1

configuragio C, ) u,
/(
x | /
"

Figura 2.1 Elemento de viga nas configuracoes Cy, Cy,, € C,,.

onde

L= \/(Lo cos ag + uy — up)” + (Losen ag + vy — v1)°

Lgsen ag + v9 — vg
o = arct . 2.4
gLocosag+uQ—u1 (2:4)

2.1 EQUACOES REFERIDAS A C,,

Se o elemento da Figura 2.1 for suficientemente pequeno, seu movimento entre as configu-
racoes Cy, e C, envolverd apenas pequenas rotagoes, justificando o uso da teoria linear de
vigas na descricao desse movimento. Em particular, }9,21} < le }9&{ < 1. Na teoria de
vigas de Euler-Bernoulli (REDDY, 2002), por exemplo, as componentes do deslocamento no

sistema zy sao dadas por

@) = u®) - Ta  w(E5) = v(E), (25

A tnica componente de deformacao nao nula é

€x = €m + UK. (2.6)
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Visto que o elemento finito tradicional nessa teoria admite u e v como polindémios completos

linear e cibico (COOK et al., 2002), respectivamente, entao

-z 0 0
" b d (2.7)
v N 0 71— 2_52 + 5_3 _5_2 + 5_3 .
Ly Lj Ly L%
e, portanto,
@ i 0 0
€m d.f LO — —
_ _ ) | d=Bd. (2.8)
K d*v o L_ 62 2 62
- dz? Ly L§ Lo Lj

O equilibrio do elemento pode ser localmente estabelecido (equilibrio em C,, referido a
Coy,) usando principio dos deslocamentos virtuais

T
B Lo | dep N e
dr +6d'Tt = 0. (2.9)
0 0K M

Supomos que todas as cargas sejam aplicadas diretamente nos nés das estrutura, N e M

sejam a forca normal e o momento fletor e
= _ _  _ T
T=| 7, To1 7o | (2.10)

sejam as reagoes nodais.

Enquanto a segunda tensao de Piola-Kirchhoff e a deformagao de Green sao usadas para
medir a tensao e a deformacao na descricao lagrangiana total, na formulagao corrotacional
podemos medir localmente essas quantidades por meio da tensao de Cauchy e da deformacao
linearizada.

A substituigao de (2.8) em (2.9) conduz a
- Lo N - —
sd” —/ B” dz+T | =0 = 6d” (~f+T) = 0. (2.11)
0 M

Admitindo a equacao constitutiva

N EFA 0 €m
- , (2.12)

M 0 FEI K
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onde F é o médulo de Young do material, A é a drea da secao transversal da viga e I é seu

momento de inércia,

_ Lo N Lo EA 0 _
f = / B” dz = / BT Bdz | d
0 M 0 0 EI

A0 0
E -
— — | o 47 25 |d=kad. (2.13)
Lo
0 2 41

Perceba que k é a tradicional matriz de rigidez do elemento de viga de Euler-Bernoulli com
a omissao das linhas e colunas correpondentes aos deslocamentos i, v; e U3 nulos. Supondo

que as componentes de dd sejam arbitrarias e independentes, temos de (2.11)

f-r=0 = kd =Tt. (2.14)

Essa equacao do elemento tem como incégnitas as trés componentes de d e a trés compo-

nentes de r. E uma equagao linear em d.

2.2 EQUACOES REFERIDAS A

Para estabelecer a equacao do elemento em relacao a Cj, devolvendo assim ao elemento o

movimento de corpo rigido removido, devemos antes identificar a relacdo entre dd e dd. Ou

seja, -
- od
od = %(M =Tdid (2.15)
onde _ -
on 0w o
aul 61}1 8922
od 0., 00, 00
T2 _ 2.1
ad aul 61}1 8922 ( 6)
| Ju;  Ovuy 00,5 |
De (2.3), escrevemos
%—a—L——cosa @—a—L——sena 8@2_0
ou;  Ouy ovy,  Ovy 901
Ous  OL Ouy  OL Otz

= —— = COos« = = sen«w

Ous  Ouy vy Ovy 00,
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96,4 __8(1 _ senw 06,4 __@_cosa 06,1 _1
8u1 N 8u1 N L 8’01 N 87)1 N L 89Z1 N
96,4 B _8(1 _sena 96,1 B _8_0( __cosa 06,1 0
8u2 B 8u2 B L 87)2 n 87)2 B L 8t9z2 B
005 __804 _ senaw 85@__8_&_00804 8922_0
aul N aul N L (91)1 N (91)1 N L 8021 N
00,5 _ Jda _ sena 00,5 _ _@ __cosa 00,5 _ 1 (2.17)
aUQ aUQ L (91)2 8212 L 8022
Assim,
T
T=|T7T (2.18)
T3
onde
TlTI | —cosae —sena 0 cosa sena 0 ]
ol _ | _Sema cosa senav cosa
2 = | L L L . J
o7 _ | _Sema cosa sena cosa ' 919
3 =L -— 7 7 7 Ll (2.19)

Admitindo que o trabalho realizado pelas reacées nodais T nao muda com o movimento

de corpo rigido, podemos impor a igualdade

6d’F = od’r = 6d" T = 6d’r (2.20)
para obter
r =TT (2.21)
Analogamente,
f = T7f. (2.22)

Multiplicando (2.14) por TT, obtemos
T (f—t)=T"0 = Ud)=f-r=0 (2.23)

que é equacao do elemento no sistema global xy referida & configuracao Cy. Perceba a
introdugao da nao linearidade em (2.23) por meio de T (matriz ndo linear nas componentes

de d).
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2.3 LINEARIZACAO CONSISTENTE

O sistema de seis equagoes nao lineares (2.23) representa o equilibrio das forgas nodais
internas e externas associadas aos seis pardmetros nodais d;. Se o sistema nao é satisfeito
para um dado carregamento, o vetor das forgas nodais ¥(d) fica em desequilibrio. Corregoes

Ad podem ser obtidas pelo método de Newton-Raphson (ZIENKIEWICZ et al., 2013), onde

o vetor
U(d+Ad) =¥(d) + A¥(d) =0 (2.24)
¢é forcado a ser nulo e
AU = a—\IlAd =kAd (2.25)
adT ’ '

O sistema nao linear (2.23) do elemento ¢ entao substituido pela forma linear
kAd = —-¥(d) (2.26)
a ser usada num processo iterativo. O vetor
d—d+Ad (2.27)

é corrigido a cada iteracao, assim como a matriz de rigidez tangente

il

k—%.

(2.28)

Como o elemento ¢é localmente linear, ¥ independe de d e, consequentemente, r também
independe de d pois T e r referem-se aos mesmos esforgos que ocorrem em C), e que devem

ser invariantes a movimento de corpo rigido. Portanto,

0 9(f-r) of D

k=34~ "aa ~ad ad(" D
= TT% T % (T8¢ constance
TT% + (;id (T'F). (2.29)
Na parcela 0 (TTf)? constante / 0d @ derivada ¢ efetuada com f mantido constante. Nao avaliar
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com rigor essa parcela é o que torna alguns modelos corrotacionais inconsistentes. Assim,

OF ,0(kd) ,0d -
T — =17~ 7 =TTk = T7kT
od od od
77:1:2
0 _ 0
%(TTI') =~ 9d |:T1 T, Ts] To1
To2
o _ _
= 2d (To2T1 + To1 T + 792 T3)
= aTil _ 3T2 _ 8T3
—Tzzad +7’91ad +7’928d- (2.30)
Desenvolvendo o primeiro termo,
( )
sen o
—Ccos (v
or, _ Mo ) 0 L) 0o o Oa Do Do Oa
od  Oa od _sena Oup, Ovy 00,, Ous 0Ovy 00,
cos «
0
\ J
( )
sen o
—cos
_ 0 L senav  cosa 0 _sena cosw 0]
—sena L L L L
cos
0
\ /
= %zzT (2.31)

onde

z=| sena —cosa 0 —sena cosa 0] (2.32)
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Escrevendo T na forma

0 sen « 0
0 —cos« 0
1 1 0 1 1
Ty = - — — —z
0 L —sen o 0 L
0 cos & 0
0 0 0
\ y, \ y, y,
obtemos
6T2 1 aZ 8a i 1 6L
U — —_—Z—
od Loaod L2 od
onde
0z
— =] cosa sena 0 —cosa —sena OJTZ—Tl
Ja
0
da 1,
od L
( ) 4
—2 (Lo cosag + uy — uy) —cos
—2 (Lgsen g + vg — v1) —sen o
oL 1 0 0
od 2L ] o (Lo cos ag + us — uq) cos «
2 (Lgsenag + vy — 1) sen «v
0 0
\ y, \
Portanto,
T, 1 1 1
m = ET:[ZT + EZT{ = ﬁ (T1ZT + ZT{)
Sabendo-se que
dT3  JTy
od  od’
escreveinos
(9 Te _ 8T1 _ _ aTg
a_d (T f)? constante Tz2 od + To1 + To2 od

L

T2 To1 + To2

(leT + sz)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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e, portanto,
k = TTkT + %ZZT + % (Ty2" + sz) . (2.39)
Ne=—— N ~~ d
k1 k2

Note que a matriz de rigidez tangente global do elemento é composta da parcela constitutiva
k, = TkT (2.40)
e da parcela geométrica

ky = 277 + 22 (1,57 4 2TT). (2.41)



Capitulo 3
Aplicacoes Numeéricas

A trajetéria de equilibrio em cada exemplo apresentado neste capitulo é determinada por in-
crementos de cargas seguidos de iteragoes do método de Newton-Raphson até que o equilibrio

seja restabelecido. O critério de convergéncia utilizado é dado por (COOK et al., 2002)

max (ep; ep) < 107° (3.1)

{ADY {ADY, (v}, (3.2)
DI Db {FY {F}

A quantidade ep é a razao entre a norma euclidiana do vetor dos incrementos dos deslo-

onde

camentos nodais no final de uma iteracao k£ e a do vetor dos deslocamentos nodais apds a
correcao; ep € a razao entre a norma euclidiana do vetor das forcas nodais desequilibradas no
final da iteracao k e a do vetor das forcas nodais externas. Nos casos em que houve indicios
de nao convergéncia, dado por um niimero excessivo de iteragoes, o processo foi interrompido

usando-se, em seguida, um maior nimero de incrementos.

3.1 VIGA EM BALANCO COM CARGA-MOMEN-
TO NA EXTREMIDADE

A viga em balanco da Figura 3.1 talvez seja a estrutura mais utilizada na literatura para
testes com grandes rotacoes. As componentes do deslocamento e a rotacao na extremidade

livre obtidas pela formulagao corrotacional sao identificadas por U, W e ©. Os valores exatos

21
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E = 210 GPa
W L=32m
0,1 m
0,1m

Figura 3.1 Viga em balango com carga-momento aplicada na extremidade.

Uecxatos Wexato, Oexato dessas quantidades podem ser obtidos da teoria de Euler-Bernoulli
desprezando-se a deformagao axial do eixo da viga (SANTOS, 2015). A Tabela 3.1 apresenta
esses valores para ML/2rEI = 0,5; 1; 1,5 e 2, que correspondem & viga deformada em
meia volta (semicircunferéncia), uma volta (circunferéncia), uma volta e meia, e duas voltas,

respectivamente.

Tabela 3.1 Valores exatos Uecato, Wexato € Ocxato Para a viga com carga-momento na

extremidade.

ML/27TEI Uexato/L Wexato/L @exato

0,5 1 2/ T
1 1 0 2m
1,5 1 2/3m 3
2 1 0 A

A Tabela 3.2 mostra os parametros

U w e
Uexato Wexato ’ @exato

para a viga discretizada em 2 elementos. A tabela também traz o nimero minimo Inc,;, de
incrementos necessarios a convergéncia, assim como o nimero médio [tery.q de iteragoes por
incremento. A discretizacdo com apenas 2 elementos inviabiliza a solugao para M L/2rET =

1,5 e 2. Na aplicacao do método de Newton-Raphson, usamos uma estimativa inicial nula
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para os deslocamentos nodais de modo que a solucao da primeira iteragao corresponde a

solugao linear.

Tabela 3.2 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 2 elementos.

ML/Q’]TE.[ k'u kw ke -[ncmin Itermed

0,5 1,001 1,110 1,001 1 9,0
1 1,000 1,000 50 3,7
1,5 - - - - -
2 ; ; , ; ,

T WObtidO - 0 (Wexato = 0)

Os resultados para a malha refinada em 4, 8, 16 e 100 elementos aparecem nas Tabelas

3.3 - 3.6.

Tabela 3.3 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 4 elementos.

ML/2rEI kK, K ko Incmim Iteryea

0,5 1,000 1,026 1,000 3 7,0
1 1,000 t 1,000 3 7.3
1,5 1,000 1,275 1,000 5 7.0
2 1,000 1 1,000 133 3,2

T Wobtido =0 (Wexato = 0)

Tabela 3.4 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 8 elementos.

ML/27TEI ku kw k@ Incmin Itermed

0,5 1,000 1,007 1,000 1 9,0
1 1,000 1,000 2 11,0
1,5 1,000 1,060 1,000 10 13,0
2 1,000 f 1,000 5 13,6

T Wobtido =0 (Wexato = 0)
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Tabela 3.5 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 16 elementos.

ML/2rEI K, Ky kg Incmm Iterpeq

0,5 1,000 1,002 1,000 2 13,0
1 1,000 1,000 3 9,0
1,5 1,000 1,015 1,000 4 11,0
2 1,000 1,000 5 11,0

T Wobtido =0 (Wexato = 0)

Tabela 3.6 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 100 elementos.

ML/Q']TEI ku kw k@ -[ncmin ]termed

0,5 1,000 1,000 1,000 7 12,0
1 1,000 1,000 14 12,0
1,5 1,000 1,000 1,000 21 12,0
2 1,000 1,000 28 12,0

T Wobtido =0 (Wexato = 0)

A Figura 3.2 mostra a viga deformada para alguns valores de M* = ML/2xEI. O
resultado exato vem diretamente das expressoes (A.19) e (A.23) de SANTOS (2015). Podemos
observar uma boa precisao da formulagao corrotacional com uma discretizacao da viga em 8 e
16 elementos. O efeito de uma maior discretizagao em 16 elementos aparece mais nitidamente

para maiores valores de M*.
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exato
O 16 elementos
X 8 elementos

Figura 3.2 Configuracoes deformadas da viga para alguns valores de M* = M L/2rE1.

3.2 VIGA EM BALANCO COM CARGA TRANS-
VERSAL NA EXTREMIDADE

O segundo exemplo é a viga da Figura 3.3. Os valores de Uecato;, Wexato € Oexato Oriundos
da teoria de Euler-Bernoulli, desprezando-se a deformacao axial do eixo da viga, sao dados
em SANTOS (2015) por meio de integrais elipticas de 12 e 2% espécies. Esses valores também
aparecem, ja em forma tabular, no trabalho de MATTIASSON (1981) e sdo dados na Tabela

3.7 para P,L?/EI =1; 4; 7 e 10.
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N

E = 210 GPa
L=32m

0,1 m
0,1m

Figura 3.3 Viga em balango com carga transversal aplicada na extremidade.

Tabela 3.7 Valores exatos de U, W e © para a viga com carga transversal na extremidade.

PwLQ/EI Uexato/L Wexato/L @exato (rad)

1 0,05643  0,30172 0,46135
4 0,32894  0,66996 1,12124
7 0,47293  0,76737 1,33496
10 0,55500  0,81061 1,43029

As Tabelas 3.8 - 3.12 mostram os parametros

U W )
Uexato Wexato ’ @exato

para a viga discretizada em 2, 4, 8, 16 e 100 elementos. De maneira semelhante ao primeiro

exemplo, na aplicacao do método de Newton-Raphson, usamos uma estimativa inicial nula

para os deslocamentos nodais.
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Tabela 3.8 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 2 elementos.

P,L*/EI  k, K ko Incum Tterme

1 0,961 1,007 1,006 1 9,0
4 0,998 1,031 1,027 1 7,0
7 1,013 1,041 1,032 1 7,0
10 1,023 1,047 1,033 2 7,0

Tabela 3.9 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 4 elementos.

PwL2/EI k., ky ko Incpim  Itermeq

1 0,990 1,002 1,001 1 5,0
4 0,997 1,007 1,006 1 7,0
7 1,000 1,009 1,006 1 7,0
10 1,001 1,011 1,007 2 7,0

Tabela 3.10 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 8 elementos.

PwL2/EI k., ku ko Incpim  Itermeq

1 0,997 1,001 1,000 1 5,0
4 0,999 1,002 1,002 1 7,0
7 1,000 1,003 1,001 1 7,0
10 1,000 1,003 1,002 2 7,0

Tabela 3.11 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 16 elementos.

Pw L2/EI ku kw k@ Incmin Itermed

1 0,999 1,000 1,000 1 6,0
4 1,000 1,001 1,001 1 7,0
7 1,000 1,001 1,000 1 9,0
10 1,000 1,001 1,001 2 7,5
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exato
O 8elementos
X 4 elementos

Figura 3.4 Configuragoes deformadas da viga para alguns valores de P* = P,L?/E1.

Tabela 3.12 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 100 elementos.

Pw L2/EI ku kw k@ Incmin Itermed

1 1,000 1,000 1,000 2 9,5
4 1,000 1,000 1,000 5 10,2
7 1,000 1,001 0,999 8 8,1
10 1,000 1,001 1,000 16 6,0

A Figura 3.4 mostra a viga deformada para alguns valores de P* = P,,L?/FEI. Podemos
observar uma boa precisao da formulacao corrotacional com uma discretizacao da viga em 4
e 8 elementos. Os valores exatos do deslocamento indicados na figura foram obtidos usando

o seguinte roteiro:

1. escolhemos um P, L?/ET na Tabela 3.7;
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2. avaliamos

Pw 1 + sen @exato

= e = _ ) = _1—
o= o P \/ 5 W = sen NeTS

O pardmetro w varia continuamente ao longo da viga, valendo @

1

no engaste e /2

na extremidade livre. Escolhemos um valor © < w = w, < 7/2 e determinamos a

coordenada X = X, correspondente, que varia de X = 0 no engaste a X = L na

extremidade livre, empregando a equacao (A.35) de SANTOS (2015):

Xe We
/ dX = / d .
0 o /1 —p’sen?w

Adotando-se a notacao

A dw
K(A,p) =
(4.) /0 ay/1 — p?sen?w

para integral eliptica de 1* espécie, obtemos

X, = = (K(wep) - K(@9);

3. pela expressao (A.40) de SANTOS (2015), determinamos o deslocamento horizontal u

do ponto com coordenada X.:

du — 2psen w B 1 do
o ay/1 — p?sen?w

/“edu:/w€ 2psenw 1 do
0 @ o ay/1 — p?sen? w

2
Up = i (cosw — coswe) — Xe.
a

Usando a equagao (A.43), determinamos a componente vertical w:
1—2(1—p?sen®w
dw = (l—p )dw
ay/1 — p?sen? w

/“’6 P We 1—2(1—pzsen2w)dw
0 ) ay/1 — p?sen? w
2

We = Xe - a (E(weap) - E((D,p))

onde |
E(A,p) = / V1 — p?sen? wdw
0

denota integral eliptica de 2% espécie;

4. repetimos os passos 2 e 3 para determinar os deslocamentos de vérios outros pontos

da viga.
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E = 210 GPa
L L=32m
0,1 m
0,1 m

7

Figura 3.5 Viga sob compressao axial.

3.3 VIGA SOB COMPRESSAO AXIAL

A viga da Figura 3.5 estd inicialmente sob compressao axial. Fazendo a carga P, crescer a
partir de zero, a viga permanece vertical até o valor P,, = m2EI/4L*. A partir daf aparecem
duas trajetérias de equilibrio: a viga continua vertical, se nao houver nenhuma perturbacgao
(equilibrio instével), ou a viga se inclina e alcanga uma nova forma de equilibrio estével
(THOMPSON e HUNT, 1973).

Na avaliacao dos parametros k,,, k., e kg, os valores de Usato, Wexato € Oexato Oriundos da
teoria de Euler-Bernoulli, desprezando-se a deformacao axial do eixo da viga, sao dados em
SANTOS (2015) por meio de integrais elipticas de 1* e 2% espécies. A Tabela 3.13 apresenta
esses valores para P,/P.. = 1,015; 1,294; 2,542 e 15,218, determinados a partir da fixacao
de Ocxato = 20°; 80°; 140°; 179° respectivamente.
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P*=1.015

P*=1.294

exato
O 16 elementos
X 8 elementos

& P*=15218

Figura 3.6 Configuragoes deformadas da viga para alguns valores de P* = P, /P.,.

Tabela 3.13 Valores exatos de U, W e © para a viga sob compressao axial.

Pu/Per Uexato/L Wexato/ L Ocxato
1,015  0,03027  0,21941 20°
1,294  0,44060  0,71950 80°
2,542 1,10692  0,75039  140°

15,218  1,67355  0,32637  179°

As Tabelas 3.14 - 3.18 mostram os parametros

U W S
k, = k, = ko =
Uexato Wexato ’ @exato

para a viga discretizada 2, 4, 8, 16 e 100 elementos.
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Tabela 3.14 Viga sob compressao axial discretizada em 2 elementos.

P,/P.. ku kuw ko Inchi, Itermeq

1,015 - - - - -
1,294 0,825 0968 0924 1 11,0
2,542 0,972 1,086 1,013 2 8,0
15,218 - - - - -

Tabela 3.15 Viga sob compressao axial discretizada em 4 elementos.

P,/P,, k., Kuw ko Incyin  Iteryed

1,015 - - - - -
1,294 0,957 0,994 0983 1 7,0
2,542 0,988 1,018 1,002 3 7,0
15218 1,000 1,125 1,003 17 4,6

Tabela 3.16 Viga sob compressao axial discretizada em 8 elementos.

P,/P,., k., Kuw ko Incyin  Itermed

1,015 0,764 0,873 0,871 1 7,0
1,294 0,989 0,998 0,996 1 7,0
2,542 0,997 1,004 1,000 2 10,0
15,218 0,997 1,027 1,001 18 4,7

Tabela 3.17 Viga sob compressao axial discretizada em 16 elementos.

P,/P.. k, kw ko Inchi,  Itermeq
1,015 0,956 0,956 0,955 1 7,0
1,204 1,000 1,000 1,000 1 9,0
2,542 0,999 1,001 1,000 2 11,0

15,218 1,000 1,006 1,011 5) 9,8
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Tabela 3.18 Viga sob compressao axial discretizada em 100 elementos.

P,/P.. ku kuw ko Inchi, Itermeq

1,015 0,967 0,980 0,980 ) 7,0
1,294 1,000 1,000 1,000 5 10,0
2,542 1,000 1,000 1,000 17 6,1
15,218 1,002 1,000 1,000 81 3,4

Para obter a solucao por elementos finitos, uma pequena carga transversal é aplicada na
extremidade livre com P, = P... Os deslocamentos nodais assim obtidos sao usados pelo
método de Newton-Raphson como estimativa inicial no problema original para determinar
o primeiro ponto da trajetéria de equilibrio secundadria.

A Figura 3.6 mostra a viga deformada para alguns valores de P* = P,/P,... Podemos
observar uma boa precisao da formulagao corrotacional com uma discretizagao da viga em 8
e 16 elementos. Os valores exatos do deslocamento indicados na figura foram obtidos usando

o seguinte roteiro:

1. escolhemos um P,/P,. na Tabela 3.13;

2. avaliamos

@exato P, U |

p = sen 5 a = E,

3. escolhemos um valor 0 < w = w, < 7/2 e determinamos a coordenada X = X, corres-
pondente, que varia de X = 0 no engaste a X = L na extremidade livre, empregando

a equacao (A.57) de SANTOS (2015):

X w
e e dw
/ 1X = / |
0 0 ay/l—p?sen®w
O parametro w varia continuamente ao longo da viga, valendo 0 no engaste e /2 na

extremidade livre. Adotando-se a notacao

A

dw
K(A, :/
(4.7) 0 ay/1—p?sen?w

para integral eliptica de 1* espécie, obtemos

1
Xe == _K e 7
o (we, p)
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4. pela expressao (A.61) de SANTOS (2015), determinamos o deslocamento horizontal u

do ponto com coordenada X,:

2 1
du = — [ /1 —p?sen?w — dw
o /1 —p?sen?w

te We 2 1
/ du:/ — [ v1—p?sen?2w — dw
0 0o /1 —p?sen?w
w — 2 (M _Xe),

«

Usando a equagao (A.64), determinamos a componente vertical w:

dw = —psenwdw
«

We We 2
/ dw = / i sen w dw
0 0o @

2
We = L (1 — coswe) .
a

5. repetimos os passos 3 e 4 para determinar os deslocamentos de vdrios outros pontos

da viga.



Capitulo 4

Conclusoes

Podemos inferir dos exemplos numéricos apresentados:

(a) aexcelente capacidade que a formulagao corrotacional apresenta em lidar com fortes nao-
linearidades geométricas, associadas a grandes rotacoes, apesar do uso de um simples

elemento linear para descrever a deformacao;

(b) quanto maior ¢é a rota¢ao, maior é o nimero de incrementos necessarios para reproduzir
o equilibrio. O nimero médio de iteragdes por incremento tende a ser, nesse caso,

menor;

(c) a melhora dos resultados com o refinamento da malha torna-se mais evidente para os

casos com maior rotacao.
Esperamos num futuro préximo:

(a) a realizagao de mais testes numéricos;

(b) a troca do elemento de viga de Euler-Bernoulli pelo correspondente de Timoshenko. E
uma tarefa simples, visto que ambos 0s elementos apresentam os mesmos nés com os

mesmos graus de liberdade;

(c) ainclusdo de efeitos piezelétricos.

35
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