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���&� C�n � Cn ��������+ ����� ��!���� �����&�� 1��������� � �� �� ������ ������ ��

���� �� �������� ��� ���������	 "� �����������
���θz�

�� ≪ 1 �
���θz�

�� ≪ 1	 2� ������ ��

���� �� "����03�������� $R����� �44�%� ��� �������� � ���������� �� ����������� ��

����� �x�y �� ���� ���

ux(�x, �y) = u(�x)− �y
dv

d�x
uy(�x, �y) = v(�x)	 $�	5%

� *���� ���������� �� ���������� ��� ���� '

ǫx = ǫm + �yκ	 $�	6%



����������	
� ������ 
.

7��� !�� � �������� ����� ����������� ��� ������ ������ u � v ���� �����8��� ��������

������ � �* ��� $C��� �� ��	� �44�%� ��������������� �����





u

v





=






�x

L�
0 0

0 �x−
2�x�

L�
+
�x�

L�
�

−
�x�

L�
+
�x�

L�
�





�d $�	9%

�� ���������





ǫm

κ





=






du

d�x

−
d�v

d�x�





=






1

L�
0 0

0
4

L�
−
6�x

L�
�

2

L�
−
6�x

L�
�





�d = B�d� $�	:%

� �!���) ��� �� �������� ���� �� ���������� ��� ������� $�!���) ��� �� Cn �������� �

C�n% ����� �����)��� �� ����������� �������

−

� L�

�





δǫm

δκ






T 



N

M





d�x+ δ�dT�r = 0	 $�	;%

/����� !�� ���� � ����� �1�� �������� ����������� �� �� �� ��������� N � M

�1�� � ����� ������ � � ������� <���� �

�r = ⌊ �rx� �rθ� �rθ� ⌋
T $�	
4%

�1�� � ����&� �����	

"�!����� � ������ ����� �� �����0=���((�> � � ���������� �� ?���� �� ���� ����

����� � ����� � � ���������� �� �������� ����������� ������ �� ���������� �������������

������ ����� ���������� �� !��������� ��� ���� �� ����� �� @���(A � �� ����������

�������B���	

� � �������� �� $�	:% �� $�	;% �����B �

δ�dT



−
� L�

�

B
T





N

M





d�x+�r



 = 0 ⇒ δ�dT
�
−�f +�r

�
= 0	 $�	

%

��������� � �!����� �����������




N

M





=



 EA 0

0 EI









ǫm

κ





� $�	
�%
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���� E ' � ������ �� C���� �� ��������� A ' � +��� �� ���� ��������� �� ���� � I ' ��

������� �� ��'�����

�f =

� L�

�

B
T





N

M





d�x =




� L�

�

B
T



 EA 0

0 EI



B d�x



 �d

=
E

L�






A 0 0

0 4I 2I

0 2I 4I





�d = �k�d� $�	
-%

����� � !�� �k ' � ����������� �����B �� ������B �� �������� �� ���� �� "����03�������� ���

� ����� �� ���(� � ������ ������������� �� ����������� �u�� �v� � �v� ����	 /������

!�� � ���������� �� δ�d �1�� �� ���+��� � ������������� ���� �� $�	

%

�f − �r = 0 ⇒ �k�d = �r	 $�	
.%

"� �!����� �� �������� ��� ���� ��������� � ��D ���������� �� �d � � ��D �����0

����� �� �r	 E ��� �!����� ������ �� �d	

	�	 ��������  �
� !"�� � C0

���� ��� ������ � �!����� �� �������� �� ������� � C�� ���������� ��� �� �������� �

��������� �� ����� �)���� ��������� ������ ���� ���������� � ������� ����� δ�d � δd	 ��

�1��

δ�d =
∂�d

∂d
δd = T δd $�	
5%

����

T =
∂�d

∂d
=






∂�u�
∂u�

∂�u�
∂v�

� � �
∂�u�
∂θz�

∂�θz�
∂u�

∂�θz�
∂v�

� � �
∂�θz�
∂θz�

∂�θz�
∂u�

∂�θz�
∂v�

� � �
∂�θz�
∂θz�






	 $�	
6%

#� $�	-%� ��������

∂�u�
∂u�

=
∂L

∂u�
= − cosα

∂�u�
∂v�

=
∂L

∂v�
= − senα

∂�u�
∂θz�

= 0

∂�u�
∂u�

=
∂L

∂u�
= cosα

∂�u�
∂v�

=
∂L

∂v�
= senα

∂�u�
∂θz�

= 0
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∂�θz�
∂u�

= −
∂α

∂u�
= −

senα

L

∂�θz�
∂v�

= −
∂α

∂v�
=
cosα

L

∂�θz�
∂θz�

= 1

∂�θz�
∂u�

= −
∂α

∂u�
=
senα

L

∂�θz�
∂v�

= −
∂α

∂v�
= −

cosα

L

∂�θz�
∂θz�

= 0

∂�θz�
∂u�

= −
∂α

∂u�
= −

senα

L

∂�θz�
∂v�

= −
∂α

∂v�
=
cosα

L

∂�θz�
∂θz�

= 0

∂�θz�
∂u�

= −
∂α

∂u�
=
senα

L

∂�θz�
∂v�

= −
∂α

∂v�
= −

cosα

L

∂�θz�
∂θz�

= 1	 $�	
9%

����

T =






T
T
�

T
T
�

T
T
�






$�	
:%

����

T
T
�
= ⌊ − cosα − senα 0 cosα senα 0 ⌋

T
T
�
= ⌊ −

senα

L

cosα

L
1

senα

L
−
cosα

L
0 ⌋

T
T
�
= ⌊ −

senα

L

cosα

L
0

senα

L
−
cosα

L
1 ⌋	 $�	
;%

��������� !�� � ��� ��(� �����B��� ���� ����&� ����� �r ��� ���� ��� � ���������

�� ����� �)����� ������ ����� � ���������

δ�dT�r = δdTr ⇒ δdTTT�r = δdTr $�	�4%

���� � ���

r = TT�r	 $�	�
%

�������������

f = TT�f 	 $�	��%

F������������ $�	
.% ��� TT � � ����

T
T
�
�f − �r

�
= TT0 ⇒ Ψ(d) = f − r = 0 $�	�-%

!�� ' �!����� �� �������� �� ����� ��� �� xy �������� G ����������� C�	 ����� � �

���������� �� ��� ����������� �� $�	�-% ��� ���� �� T $�����B ��� ������ �� ����������

�� �d%	
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	�# $!%�� !&��'( �(%�!���%��

� ����� �� �� �!���&� ��� ������� $�	�-% ��������� � �!���) ��� �� ����� �����

������� � ������� ������� �� �� ���H����� ����� di	 /� � ����� ��� ' ��������

���� �� ���� ������������� � ����� �� ����� �����Ψ(d) ��� �� ���!���) ���	 @�����&�

∆d ����� �� � ���� ���� �'���� �� 2�I���0J��(�� $Z	�
�	��	� �� ��	� �4
-%� ����

� �����

Ψ(d+∆d) = Ψ(d) + ∆Ψ(d) = 0 $�	�.%

' ������� � �� ���� �

∆Ψ =
∂Ψ

∂d
∆d = k∆d	 $�	�5%

� ����� ��� ������ $�	�-% �� �������� ' ����� � ����)�� ���� ����� ������

k∆d = −Ψ(d) $�	�6%

� �� ���� ��� ������ ���������	 � �����

d← d+∆d $�	�9%

' ��������� � ���� ��������� ��� ���� � �����B �� ������B ��������

k =
∂Ψ

∂d
	 $�	�:%

@��� � �������� ' ���������� ������� �r ��������� �� �d �� ����!����������� r ��� '�

��������� �� d ��� �r � r �������0� �� ���� ������ !�� ������� �� Cn � !�� �����

�� ���������� � ��������� �� ����� �)����	 ���������

k =
∂Ψ

∂d
=
∂ (f − r)

∂d
=
∂f

∂d
=
∂

∂d

�
T
T�f
�

= TT
∂�f

∂d
+
∂

∂d

�
T
T�f
�
�� ��������

= TT
∂�f

∂d
+
∂

∂d

�
T
T
�r
�
	 $�	�;%

2� ������� ∂
�
T
T�f
�
�� ��������

/∂d � �������� ' �������� ��� �f ������� ��������	 2�� �������



����������	
� ������ 
:

��� ����� �� ������� ' � !�� ����� ����� ������ ������������� �����������	 ����

T
T ∂
�f

∂d
= TT

∂
�
�k�d
�

∂d
= TT�k

∂�d

∂d
= TT�kT

∂

∂d

�
T
T
�r
�
=

∂

∂d






�
T� T� T�

�






�rx�

�rθ�

�rθ�











=
∂

∂d
(�rx�T� + �rθ�T� + �rθ�T�)

= �rx�
∂T�
∂d

+ �rθ�
∂T�
∂d

+ �rθ�
∂T�
∂d

	 $�	-4%

#����������� � �������� ������

∂T�
∂d

=
∂T�
∂α

∂α

∂d
=






senα

− cosα

0

− senα

cosα

0






⌊
∂α

∂u�

∂α

∂v�

∂α

∂θz�

∂α

∂u�

∂α

∂v�

∂α

∂θz�
⌋

=






senα

− cosα

0

− senα

cosα

0






⌊
senα

L
−
cosα

L
0 −

senα

L

cosα

L
0 ⌋

=
1

L
zz
T $�	-
%

����

z = ⌊ senα − cosα 0 − senα cosα 0 ⌋
T 	 $�	-�%



����������	
� ������ 
;

"�������� T� �� �����

T� =






0

0

1

0

0

0






−
1

L






senα

− cosα

0

− senα

cosα

0






=






0

0

1

0

0

0






−
1

L
z� $�	--%

� ����
∂T�
∂d

= −
1

L

∂z

∂α

∂α

∂d
+
1

L�
z
∂L

∂d
$�	-.%

����

∂z

∂α
= ⌊ cosα senα 0 − cosα − senα 0 ⌋

T = −T�

∂α

∂d
=
1

L
z
T

∂L

∂d
=

1

2L






−2 (L� cosα� + u� − u�)

−2 (L� senα� + v� − v�)

0

2 (L� cosα� + u� − u�)

2 (L� senα� + v� − v�)

0






T

=






− cosα

− senα

0

cosα

senα

0






T

= TT
�
	 $�	-5%

���������
∂T�
∂d

=
1

L�
T�z

T +
1

L�
zT

T
�
=
1

L�
�
T�z

T + zTT
�

�
$�	-6%

/� ����0� !��
∂T�
∂d

=
∂T�
∂d

� $�	-9%

��������

∂

∂d

�
T
T�f
�
�� ��������

= �rx�
∂T�
∂d

+ �rθ�
∂T�
∂d

+ �rθ�
∂T�
∂d

=
�rx�
L
zz
T +

�rθ� + �rθ�
L�

�
T�z

T + zTT
�

�
$�	-:%
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�� ���������

k = TT�kT+
�rx�
L
zz
T +

�rθ� + �rθ�
L�

�
T�z

T + zTT
�

�
	 $�	-;%

� �� � � �� �

k� k�

2��� !�� � �����B �� ������B �������� ��� �� �� �������� ' ������� �� ������� �����������

k� = T
T�kT $�	.4%

� �� ������� ����'�����

k� =
�rx�
L
zz
T +

�rθ� + �rθ�
L�

�
T�z

T + zTT
�

�
	 $�	.
%
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� ���������� 	� �
������� �� ��	� ������� ���������	� ����� ������� � 	��������	� ��� ���

��������� 	� ������ �����	�� 	� ��������� 	� ����	� 	� �������������� ��� 
�� � �
�������

���� �����������	��  �������� 	� ���!���"���� �����#�	� � 	�	� ��� $C��� �� ���% &''&(

max (eD) eF ) ≤ 10−� $*�+(

��	�

eD =

����{∆D}T
k
{∆D}

k

{D}T
k��
{D}

k��

eF =

�
{Ψ}T

k
{Ψ}

k

{F}T {F}
� $*�&(

� 
�����	�	� eD � � ��#,� ����� � ����� �����	���� 	� !���� 	�� ����������� 	�� 	�����

�������� ��	��� �� -��� 	� ��� ������,� k � � 	� !���� 	�� 	������������ ��	��� ���� �

������,�) eF � � ��#,� ����� � ����� �����	���� 	� !���� 	�� .����� ��	��� 	���
�������	�� ��

-��� 	� ������,� k � � 	� !���� 	�� .����� ��	��� ��������� ��� ����� �� 
�� ���!� ��	����

	� �,� ���!���"����% 	�	� ��� �� �/���� �������!� 	� ���������% � �������� .�� ����������	�

����	����% �� �����	�% �� ����� �/���� 	� ������������

	�� ���
 �� �
�
��� ��� �
 �
!�����!

"� �
 �#" ���$
$�

� !��� �� ������� 	� 0����� *�+ ���!�# ���� � ��������� ���� �����#�	� �� ���������� ����

������ ��� ����	�� ��������� �� ����������� 	� 	����������� � � �����,� �� �������	�	�

��!�� ����	�� ���� .�������,� ������������� �,� �	����-��	�� ��� U %W � Θ�  � !������ ������

&+



��������	
 �������
 &&

�

Θ

W

������� GPa

��� m

��� m

	���
�� m

%�&��� 	�� 1��� �� ������� ��� ������������� ������	� �� �������	�	��

U�����% W�����% Θ����� 	����� 
�����	�	�� ��	�� ��� ����	�� 	� ������ 	� 2�����3��������

	�����#��	���� � 	�.�����,� ����� 	� ���� 	� !��� $S�����% &'+4(� � 5����� *�+ ���������

����� !������ ���� �ML/2πEI = 0, 5) 1) 1, 5 � 2% 
�� ���������	�� 6 !��� 	�.����	� ��

���� !���� $����������.��"����(% ��� !���� $������.��"����(% ��� !���� � ����% � 	��� !�����%

��������!�������

"�'��� 	�� 1������ ������ U�����% W����� � Θ����� ���� � !��� ��� ������������� ��

�������	�	��

�ML/2πEI U�����/L W�����/L Θ�����

'%4 + &7π π

+ + ' 2π

+%4 + &73π 3π

& + ' 4π

� 5����� *�& ������ �� ���8������

ku =
U

U�����
kw =

W

W�����
kθ =

Θ

Θ�����

���� � !��� 	�������#�	� �� & ���������� � ������ ������ ���# � �/���� ����� Inc��� 	�

����������� ������9���� 6 ���!���"����% ����� ���� � �/���� ��	�� Iter��	 	� ��������� ���

����������� � 	�������#��,� ��� ������ & ��������� ��!������#� � �����,� ���� �ML/2πEI =

1, 5 � 2� �� �������,� 	� ����	� 	� ��������������% ������ ��� ��������!� ������� ����
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 &*

���� �� 	������������ ��	��� 	� ��	� 
�� � �����,� 	� �������� ������,� ���������	� 6

�����,� �������

"�'��� 	�( 1��� ��� ������������� �� �������	�	� 	�������#�	� �� & ����������

�ML/2πEI ku kw kθ Inc��� Iter��	

'%4 +%''+ +%++' +%''+ + :%'

+ +%''' † +%''' 4' *%;

+%4 � � � � �

& � � � � �

† W����	� = 0 $W����� = 0(

 � �������	�� ���� � ����� ��-��	� �� <% =% +> � +'' ��������� �������� ��� 5������

*�* � *�>�

"�'��� 	�	 1��� ��� ������������� �� �������	�	� 	�������#�	� �� < ����������

�ML/2πEI ku kw kθ Inc��� Iter��	

'%4 +%''' +%'&> +%''' * ;%'

+ +%''' † +%''' * ;%*

+%4 +%''' +%&;4 +%''' 4 ;%'

& +%''' † +%''' +** *%&

† W����	� = 0 $W����� = 0(

"�'��� 	�) 1��� ��� ������������� �� �������	�	� 	�������#�	� �� = ����������

�ML/2πEI ku kw kθ Inc��� Iter��	

'%4 +%''' +%''; +%''' + :%'

+ +%''' † +%''' & ++%'

+%4 +%''' +%'>' +%''' +' +*%'

& +%''' † +%''' 4 +*%>

† W����	� = 0 $W����� = 0(
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"�'��� 	�* 1��� ��� ������������� �� �������	�	� 	�������#�	� �� +> ����������

�ML/2πEI ku kw kθ Inc��� Iter��	

'%4 +%''' +%''& +%''' & +*%'

+ +%''' † +%''' * :%'

+%4 +%''' +%'+4 +%''' < ++%'

& +%''' † +%''' 4 ++%'

† W����	� = 0 $W����� = 0(

"�'��� 	�+ 1��� ��� ������������� �� �������	�	� 	�������#�	� �� +'' ����������

�ML/2πEI ku kw kθ Inc��� Iter��	

'%4 +%''' +%''' +%''' ; +&%'

+ +%''' † +%''' +< +&%'

+%4 +%''' +%''' +%''' &+ +&%'

& +%''' † +%''' &= +&%'

† W����	� = 0 $W����� = 0(

� 0����� *�& ������ � !��� 	�.����	� ���� ������ !������ 	� M∗ = �ML/2πEI�  

�������	� ����� !�� 	���������� 	�� ���������� $��+:( � $��&*( 	� S����� $&'+4(� ?�	����

�����!�� ��� ��� ������,� 	� .�������,� ������������� ��� ��� 	�������#��,� 	� !��� �� = �

+> ����������  �.���� 	� ��� ����� 	�������#��,� �� +> ��������� ������� ���� ����	������

���� ������� !������ 	� M∗�
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M* = 0.2

M* = 0.5

M* = 0.7

M* = 1

exato

16 elementos

8 elementos

%�&��� 	�( @��-�������� 	�.����	�� 	� !��� ���� ������ !������ 	� M∗ = �ML/2πEI�

	�( ���
 �� �
�
��� ��� �
 �
 " 
�,!

�� ,
� �
 �#" ���$
$�

 �����	� ������� � � !��� 	� 0����� *�*�  � !������ 	� U�����% W����� � Θ����� �����	��

	� ������ 	� 2�����3��������% 	�����#��	���� � 	�.�����,� ����� 	� ���� 	� !���% �,� 	�	��

�� S����� $&'+4( ��� ���� 	� ��������� �������� 	� +�A � &�A ��������� 2���� !������ ������

��������% �9 �� .���� �������% �� �������� 	� M���
����� $+:=+( � �,� 	�	�� �� 5�����

*�; ���� PwL
�/EI = 1) 4) 7 � 10�
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������� GPa

��� m
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�� m
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%�&��� 	�	 1��� �� ������� ��� ����� �����!����� ������	� �� �������	�	��

"�'��� 	�- 1������ ������ 	� U % W � Θ ���� � !��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	��

PwL
�/EI U�����/L W�����/L Θ����� $��	(

+ '%'4><* '%*'+;& '%<>+*4

< '%*&=:< '%>>::> +%+&+&<

; '%<;&:* '%;>;*; +%**<:>

+' '%444'' '%=+'>+ +%<*'&:

�� 5������ *�= � *�+& ������� �� ���8������

ku =
U

U�����
kw =

W

W�����

kθ =
Θ

Θ�����

���� � !��� 	�������#�	� �� &% <% =% +> � +'' ���������� B� ������� ���������� �� ��������

�������% �� �������,� 	� ����	� 	� ��������������% ������ ��� ��������!� ������� ����

���� �� 	������������ ��	����
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"�'��� 	�. 1��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	� 	�������#�	� �� & ����������

PwL
�/EI ku kw kθ Inc��� Iter��	

+ '%:>+ +%''; +%''> + 4%'

< '%::= +%'*+ +%'&; + ;%'

; +%'+* +%'<+ +%'*& + ;%'

+' +%'&* +%'<; +%'** & ;%'

"�'��� 	�/ 1��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	� 	�������#�	� �� < ����������

PwL
�/EI ku kw kθ Inc��� Iter��	

+ '%::' +%''& +%''+ + 4%'

< '%::; +%''; +%''> + ;%'

; +%''' +%'': +%''> + ;%'

+' +%''+ +%'++ +%''; & ;%'

"�'��� 	��0 1��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	� 	�������#�	� �� = ����������

PwL
�/EI ku kw kθ Inc��� Iter��	

+ '%::; +%''+ +%''' + 4%'

< '%::: +%''& +%''& + ;%'

; +%''' +%''* +%''+ + ;%'

+' +%''' +%''* +%''& & ;%'

"�'��� 	��� 1��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	� 	�������#�	� �� +> ����������

PwL
�/EI ku kw kθ Inc��� Iter��	

+ '%::: +%''' +%''' + >%'

< +%''' +%''+ +%''+ + ;%'

; +%''' +%''+ +%''' + :%'

+' +%''' +%''+ +%''+ & ;%4
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P* = 1

P* = 4

P* = 10

exato

8 elementos

4 elementos

%�&��� 	�) @��-�������� 	�.����	�� 	� !��� ���� ������ !������ 	� P ∗ = PwL
�/EI�

"�'��� 	��( 1��� ��� ����� �����!����� �� �������	�	� 	�������#�	� �� +'' ����������

PwL
�/EI ku kw kθ Inc��� Iter��	

+ +%''' +%''' +%''' & :%4

< +%''' +%''' +%''' 4 +'%&

; +%''' +%''+ '%::: = =%+

+' +%''' +%''+ +%''' +> >%'

� 0����� *�< ������ � !��� 	�.����	� ���� ������ !������ 	� P ∗ = PwL
�/EI� ?�	����

�����!�� ��� ��� ������,� 	� .�������,� ������������� ��� ��� 	�������#��,� 	� !��� �� <

� = ����������  � !������ ������ 	� 	����������� ��	���	�� �� -���� .���� ����	�� ����	�

� �������� �������C

+� ���������� �� PwL
�/EI �� 5����� *�;)
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α =

�
Pw
EI

p =

�
1 + senΘ�����

2
�ω = ���−�

1√
2p
�

 ���8����� ω !���� ������������� �� ����� 	� !���% !����	� �ω �� ������� � π/2

�� �������	�	� ��!��� 2��������� �� !���� �ω ≤ ω = ωe ≤ π/2 � 	����������� �

����	���	� X = Xe ���������	����% 
�� !���� 	� X = 0 �� ������� � X = L ��

�������	�	� ��!��% ��������	� � �
���,� $��*4( 	� S����� $&'+4(C
�
X�

�

dX =

�
ω�

�ω

dω

α
�
1− p����� ω

�

�	����	���� � �����,�

K(A, p) =

�
A

�

dω

α
�
1− p����� ω

���� �������� ������� 	� +�A �������% �������

Xe =
1

α
(K(ωe, p)−K(�ω, p)) )

*� ���� �������,� $��<'( 	� S����� $&'+4(% 	����������� � 	����������� ����#����� u

	� ����� ��� ����	���	� XeC

du =

�
2p senω

α
− 1

α
�
1− p����� ω

	

dω

�
u�

�

du =

�
ω�

�ω

�
2p senω

α
− 1

α
�
1− p����� ω

	

dω

ue =
2p

α
(cos �ω − cosωe)−Xe�

D���	� � �
���,� $��<*(% 	����������� � ���������� !������� wC

dw =
1− 2 (1− p����� ω)
α
�
1− p����� ω

dω

�
w�

�

dw =

�
ω�

�ω

1− 2 (1− p����� ω)
α
�
1− p����� ω

dω

we = Xe −
2

α
(E(ωe, p)−E(�ω, p))

��	�

E(A, p) =

�
A

�

�
1− p����� ωdω

	����� �������� ������� 	� &�A �������)

<� ��������� �� ������ & � * ���� 	��������� �� 	������������ 	� !9���� ������ ������

	� !����
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�

%�&��� 	�* 1��� ��� ��������,� ������

	�	 ���
 ,�� ���1 �,,2� 
#�
�

� !��� 	� 0����� *�4 ���9 ������������ ��� ��������,� ������ 0�#��	� � ����� Pu ������� �

������ 	� #���% � !��� ��������� !������� ��� � !���� Pcr = π
�EI/4L�� � ������ 	� ��������

	��� ����������� 	� �
�������C � !��� �������� !�������% �� �,� ���!�� ������� ���������,�

$�
������� ����9!��(% �� � !��� �� ������� � ������� ��� ��!� .���� 	� �
������� ���9!��

$T������ � H���% +:;*(�

�� �!�����,� 	�� ���8������ ku% kw � kθ% �� !������ 	� U�����% W����� � Θ����� �����	�� 	�

������ 	� 2�����3��������% 	�����#��	���� � 	�.�����,� ����� 	� ���� 	� !���% �,� 	�	�� ��

S����� $&'+4( ��� ���� 	� ��������� �������� 	� +�A � &�A ��������� � 5����� *�+* ���������

����� !������ ���� Pu/Pcr = 1, 015) 1, 294) 2, 542 � 15, 218% 	��������	�� � ������ 	� -���,�

	� Θ����� = 20
◦) 80◦) 140◦) 179◦ ��������!�������
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P* = 1.015

P* = 1.294

P* = 2.542

P* = 15.218

%�&��� 	�+ @��-�������� 	�.����	�� 	� !��� ���� ������ !������ 	� P ∗ = Pu/Pcr�

"�'��� 	��	 1������ ������ 	� U % W � Θ ���� � !��� ��� ��������,� ������

Pu/Pcr U�����/L W�����/L Θ�����

+%'+4 '%'*'&; '%&+:<+ 20◦

+%&:< '%<<'>' '%;+:4' 80◦

&%4<& +%+'>:& '%;4'*: 140◦

+4%&+= +%>;*44 '%*&>*; 179◦

�� 5������ *�+< � *�+= ������� �� ���8������

ku =
U

U�����
kw =

W

W�����
kθ =

Θ

Θ�����

���� � !��� 	�������#�	� &% <% =% +> � +'' ����������
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"�'��� 	��) 1��� ��� ��������,� ����� 	�������#�	� �� & ����������

Pu/Pcr ku kw kθ Inc��� Iter��	

+%'+4 � � � � �

+%&:< '%=&4 '%:>= '%:&< + ++%'

&%4<& '%:;& +%'=> +%'+* & =%'

+4%&+= � � � � �

"�'��� 	��* 1��� ��� ��������,� ����� 	�������#�	� �� < ����������

Pu/Pcr ku kw kθ Inc��� Iter��	

+%'+4 � � � � �

+%&:< '%:4; '%::< '%:=* + ;%'

&%4<& '%:== +%'+= +%''& * ;%'

+4%&+= +%''' +%+&4 +%''* +; <%>

"�'��� 	��+ 1��� ��� ��������,� ����� 	�������#�	� �� = ����������

Pu/Pcr ku kw kθ Inc��� Iter��	

+%'+4 '%;>< '%=;* '%=;+ + ;%'

+%&:< '%:=: '%::= '%::> + ;%'

&%4<& '%::; +%''< +%''' & +'%'

+4%&+= '%::; +%'&; +%''+ += <%;

"�'��� 	��- 1��� ��� ��������,� ����� 	�������#�	� �� +> ����������

Pu/Pcr ku kw kθ Inc��� Iter��	

+%'+4 '%:4> '%:4> '%:44 + ;%'

+%&:< +%''' +%''' +%''' + :%'

&%4<& '%::: +%''+ +%''' & ++%'

+4%&+= +%''' +%''> +%'++ 4 :%=
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"�'��� 	��. 1��� ��� ��������,� ����� 	�������#�	� �� +'' ����������

Pu/Pcr ku kw kθ Inc��� Iter��	

+%'+4 '%:>; '%:=' '%:=' 4 ;%'

+%&:< +%''' +%''' +%''' 4 +'%'

&%4<& +%''' +%''' +%''' +; >%+

+4%&+= +%''& +%''' +%''' =+ *%<

?��� ����� � �����,� ��� ��������� -�����% ��� ��
���� ����� �����!����� � ������	� ��

�������	�	� ��!�� ��� Pu = Pcr�  � 	������������ ��	��� ����� ����	�� �,� ���	�� ����

����	� 	� �������������� ���� ��������!� ������� �� �������� �������� ���� 	���������

� �������� ����� 	� ���������� 	� �
������� �����	9����

� 0����� *�> ������ � !��� 	�.����	� ���� ������ !������ 	� P ∗ = Pu/Pcr� ?�	����

�����!�� ��� ��� ������,� 	� .�������,� ������������� ��� ��� 	�������#��,� 	� !��� �� =

� +> ����������  � !������ ������ 	� 	����������� ��	���	�� �� -���� .���� ����	�� ����	�

� �������� �������C

+� ���������� �� Pu/Pcr �� 5����� *�+*)

&� �!�������

p = sen
Θ�����
2

α =

�
Pu
EI
)

*� ���������� �� !���� 0 ≤ ω = ωe ≤ π/2 � 	����������� � ����	���	� X = Xe �������

���	����% 
�� !���� 	� X = 0 �� ������� � X = L �� �������	�	� ��!��% ��������	�

� �
���,� $��4;( 	� S����� $&'+4(C

�
X�

�

dX =

�
ω�

�

dω

α
�
1− p����� ω

�

 ���8����� ω !���� ������������� �� ����� 	� !���% !����	� 0 �� ������� � π/2 ��

�������	�	� ��!��� �	����	���� � �����,�

K(A, p) =

�
A

�

dω

α
�
1− p����� ω

���� �������� ������� 	� +�A �������% �������

Xe =
1

α
K(ωe, p))
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dω
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�
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α

�
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dω

ue = 2



E(ωe, p)

α
−Xe
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�

D���	� � �
���,� $��><(% 	����������� � ���������� !������� wC

dw =
2p

α
senω dω
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dw =
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�

2p

α
senω dω

we =
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α
(1− cosωe) �
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