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Resumo

Dois elementos finitos para pérticos planos sob pequenas deformacoes mas grandes rotacoes,
baseados na descricao lagrangiana total, sao aqui analisados. O primeiro elemento decorre
da teoria de vigas de Timoshenko com aproximacoes lineares para os deslocamentos axial e
transversal assim como para a rotagao. O segundo elemento decorre da teoria de vigas de
Euler-Bernoulli com aproximagoes quadréitica e ctibica para o deslocamento axial e transver-
sal, respectivamente. Enquanto o travamento de cisalhamento transversal faz-se presente
apenas no primeiro elemento, o travamento de membrana ocorre em ambos. Além de identi-

ficar analitica e numericamente os travamentos, mostramos neste trabalho como mitiga-los.



Abstract

Two finite elements for plane frames under small strains but large rotations, based on the
total Lagrangian description, are analyzed herein. The first element stems from the Tim-
oshenko beam theory with linear approximations for axial and transverse displacements as
well as for the rotation. The second element stems from the Euler-Bernoulli beam theory
with quadratic and cubic approximations for axial and transverse displacements, respec-
tively. While the transverse shear locking is only present in the first element, the membrane
lockling appears in both. In addition to identify analytical and numerically these lockings,

the work shows how to alleviate them.
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Capitulo 1

Introducao

O movimento de um sélido no espaco é ilustrado na Figura 1.1, para fins diddtico, por uma
viga dividida em quatro elementos finitos e submetida a uma carga-momento. Suponha que
se deseja determinar a configuracao C), do elemento proximo & extremidade livre, quando a
carga que atua tem magnitude M,,. A natureza nao linear do problema requer que a solugao
seja obtida em etapas: conhecem-se antes as configuracoes Cy, C, ..., C;, ..., C,_1 para,
em seguida, determinar-se a configuracao C,. Quatro dessas configuracoes sao indicadas
na Figura 1.1: a configuracao inicial Cj, uma configuracao intermediaria C;, a configuracao
C,_1 e a configuracao atual C), que se deseja determinar.

Se no processo incremental-iterativo para a determinacao de C,, as equagoes sao estabele-
cidas tomando-se como referéncia uma configuracao conhecida, é dito que se estd utilizando
uma descricao lagrangiana: na descricao lagrangiana total Cj é a configuragao de referéncia;
na descrigao lagrangiana atualizada a referéncia é a configuracao C,,_;. CESCOTTO et al.
(1979) sugerem o nome “generalizada” para a descrigdo com referéncia numa configuracao
intermediaria C;, que tem como casos particulares a descri¢ao lagrangiana total (C; = Cp) e a
atualizada (C; = C,,_1). A descri¢ao Euleriana usaria como referéncia a prépria configuracao
desconhecida C,,.

Nos problemas geometricamente lineares é técito o uso da descricao lagrangiana total
devido a proximidade entre Cj e C,,.

Para grandes rotacoes sob pequenas deformacoes, os elementos finitos corrotacionais
tém mostrado uma certa superioridade em relacao aos elementos que usam descrigoes la-

grangianas. Fsses elementos adotam uma configuragao indeformada auxiliar Cjy,, muito
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Figura 1.1 O elemento estd em equilibrio nas configuragoes Cy, C;, C,,_1 e C,,. Apesar de

ser apenas auxiliar, a configuracao Cy, é fundamental para os elementos corrotacionais.

préxima a C),, que no caso ideal é obtida exclusivamente pelo movimento de corpo rigido
do elemento de sua configuracio Cy. E o movimento entre Cy, e C, que deforma o ele-
mento. Utilizando-se de ambas as configuracoes Cy e Cp, como referéncia, a formulacao
corrotacional nao pode ser, a rigor, classificada como lagrangiana ou euleriana, como as
vezes aparece rotulada na literatura.

Dois elementos finitos para pérticos planos sob pequenas deformacoes mas grandes ro-
tacoes, baseados na descri¢ao lagrangiana total, sao aqui analisados. O primeiro elemento,
denominado elemento T, decorre da teoria de vigas de Timoshenko com aproximacoes linea-
res para os deslocamentos axial e transversal assim como para a rotacdo. FELIPPA (2014)
discute aspectos tedricos desse elemento sem mostrar nenhum resultado numérico. O se-
gundo elemento, denominado elemento EB, decorre da teoria de vigas de Euler-Bernoulli
com aproximacoes quadrdtica e cibica para o deslocamento axial e transversal, respecti-
vamente. O elemento é proposto por NANAKORN e VU (2006), que mostram resultados
numéricos mas nao discutem as limitagoes do elemento oriundas das singularidades em seu
campo de deslocamento assim como do travamento de membrana. Os dois elementos sao
analisados detalhadamente em vista da necessidade futura de incorporar no melhor deles
materiais piezelétricos com nao linearidade fisica decorrente da interacao entre a polarizacao
e o campo elétrico.

Apresentamos no Capitulo 2 a teoria de vigas de Timoshenko restrita a pequenas de-
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formagoes, mas sujeitas a grandes rotagoes, na qual a restricao de pequenas deformacoes é
incorporada de maneira consistente. O desenvolvimento dos elementos se dd no Capitulo 3,
onde discutimos o travamento de membrana (ambos os elementos o possuem) e o de cisa-
lhamento transversal (s6 o elemento T o possui) e como mitigd-los. Testes numéricos sao
aplicados no Capitulo 4 por meio das estruturas comumente empregadas na literatura para
esse fim. As conclusoes sao apresentadas no Capitulo 5. O Apéndice A contém as solucoes
analfticas dos problemas usados nos testes numéricos, restritas a uma deformacao axial nula

do eixo da viga assim como a uma deformagcao de cisalhamento transversal nula.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica

Apresentamos neste capitulo a teoria de vigas de Timoshenko restrita a pequenas defor-
macoes, mas sujeitas a grandes rotagoes, na qual a restricao de pequenas deformacoes é

incorporada de maneira consistente.

2.1 RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO

Um ponto B(X,Y,Z7) da viga na configuragao inicial move-se para o ponto b(zx,y, z) na
configuragao atual, como mostra a Figura 2.1. Pontos nas duas configuracoes sao identifica-
dos nos sistemas de coordenadas cartesianas ortogonais XY Z e xyz, respectivamente. Sob
a hipdtese de Timoshenko, na qual as segOes transversais sao infinitamente rigidas e per-
manecem planas mas nao necessariamente normais ao eixo da viga na transformacao entre

as duas configuracoes, as coordenadas dos pontos relacionam-se por

r=X+u+ Zsenb
y=Y

z =w+ Zcosb (2.1)
para movimentos no plano X7 (ou xz). As componentes
u=u(X) v=20 w = w(X) (2.2)

sao do deslocamento do ponto A(X,Y,0) sobre o eixo da viga, e §(X) é a rotagao da segao

transversal em torno do eixo Y.

11
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configuragdo inicial

B¢

] ox
L s

Z,z

z w configuragdo atual

Figura 2.1 Viga nas configuragoes inicial e atual. O angulo # passa a ser igual a ¢ numa

viga de Euler-Bernoulli.

O gradiente da transformacao é dado por

oX 9y 0z 1+u +Z0 cosf® 0 senf
oy Oy 0Oy
F: RN E—— [ pu—
aX oY o7 ’ Lo
9: 0r O w — Z0 senf 0 cosf
L OX 9y 97 -
O tensor deformacgao de Green é
_ 1 -
ex 0 5%{2
1
e:E(FTF—I): 0 0 0
1
| p7xz 0 0]
onde
! ! / 1 202
ex =€+ [(1+u')cosd —w'send] Z6 +§ZH
Yxz = (1+u') send + w' cos @
e

=1+ (uV+uw?).

(2.4)
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dX

ds =~1+2¢, dX

Figura 2.2 Deslocamento da fibra AC' do eixo da viga.

As expressoes (2.5) sdo exatas no contexto da teoria de Timoshenko. Se as deformagoes

forem pequenas, podemos simplificar ey substituindo-a pela expressao mais simples
ex R eyt Zk (2.7)

onde

eo = (1+u')cosf —w'senf — 1 k=0 (2.8)

Definindo v = vy, as relagoes deformagao-deslocamento da teoria escrevem-se

€o (14 u')cosf —w'senf — 1
K = 74 (2.9)
v (1+ ') senf + w' cos

onde u(X), w(X) e (X) sao varidveis independentes.

Para demonstrar de maneira consistente a simplificagdo (2.7), vamos reescrever F na

forma
F=F,+Fy (2.10)
onde a primeira parcela
1+4 0 0
Fo=1 0 00 (2.11)

w00
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contém os termos lineares de F e a segunda parcela é dada por

cos 0 senf 70 0 0
Fy= 0 1 0 0 1 0| =RFy. (2.12)
—senfl 0 cosd 0 01

Considerando que R é ortogonal,
F=R(R'F, +Fy)
= RF, (2.13)
a acdo de F pode ser vista como sendo constituida da acdo de F = R'F 1. + Fy seguida de

uma rotagao de corpo rigido em torno de Y de um angulo 6 representada por R.

Das relacoes

senqﬁ——L cosgb—i (2.14)
VIt 26 - VI+ 26 '
obtidas da Figura 2.2, escrevemos
(1+u') sen¢ + w'cosp = 0. (2.15)
Vamos usar (2.15), além de
cosf = cos (¢ + 0 — ¢)
= cos¢cos (0 — @) — sengsen (0 — @)
senf = sen (¢ + 60 — ¢)
= sen¢cos (0 — @) + cos psen (6 — @), (2.16)

para estabelecer

(1+u)cosh —w'senf+Z0 0 0
F = 0 10
(1+ ') senf + w' cosf 01

(14 u)cos¢ —w'sen | cos (0 —p)+Z0 0 0
— 0 10]|. (2.17)
[(1+u)cos¢p —w'sen | sen (6 — @) 01

Uma forma alternativa para o tensor deformacao de Green (2.4) é

€= % (F'F 1) = % (F'F —1). (2.18)
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Sabendo-se que o gradiente da parcela do deslocamento associada a F é

H=F_1, (2.19)
entao
[(14u)cos¢p —w'seng|cos( —¢) —1+ 26 0 0
H= 0 00]. (2.20)
[(1+u')cos¢p —w'sen | sen (0 — ¢) 00
A relagao
(1+u')cos¢ — w'sen ¢ = /1 + 2¢g (2.21)

obtida de (2.14) permite reescrever

V1+2€cos (0 —¢)—1+20 0 0
H = 0 0 0]- (2.22)

V14 2¢sen (6 — ¢) 00

As componentes nao nulas de H sao necessariamente pequenas para vigas sob pequenas
deformagoes pois

VI+2¢~1 20| <1 0—¢~0, (2.23)

onde consideramos que a curvatura df/ds = (1/v/1+ 2€y) df/dX =~ df/dX (veja Figura
2.2). Verifique (2.23) impondo |e| < 1, |Z] e |#'| com a ordem de grandeza da altura e
curvatura da viga, e  — ¢ como sendo a variacdo angular (em radianos) provocada pelo

cisalhamento transversal. A substituigao de (2.19) em (2.18) conduz a
1
€= (H+ H" + H'H) (2.24)

e indica que podemos adotar a simplificacao

V1+2€cos(0—¢)—1+ 26" 0 %\/1 + 2¢psen (6 — @)

€~ (H+HT): 0 0 0

1
5\/1+2eosen (60— ) 0 0

1
2

(1+u)cos —w'senf —1+ 260" 0

[(1+u) senf + w' cosb]

N —

= 0 0 0 (2.25)

1
5[(1+u’) sen 6 + w' cos 0] 0 0
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cuja componente €x é antecipada em (2.7). Note a forma alternativa

eo =V1+2¢cos (0 —¢)—1 v =1+ 2¢sen (0 — @) (2.26)

que se mostrara 1til em discussoes futuras.
Com a hipotese de Euler-Bernoulli, as se¢oes transversais planas sao supostas permane-
cerem planas e perpendiculares ao eixo da viga. Assim, o angulo 6 passa a ser igual a ¢ e a

decomposicao (2.13) degenera-se na decomposi¢ao polar visto que

(1+u)cosf —w'senf+ 20" 0 0
0 10 (2.27)
0 01

5]
I

verifica agora a relacio FF = F'F (MALVERN, 1969; CHANDRASEKHARAIAH e DEBNATH,
1994). Nessas condigoes, a decomposicao (2.13) permite a interpretacao de que F transforma
fibras entre as configuragoes inicial e atual em duas etapas. Na primeira, a viga é conduzida
da configuracao inicial a uma configuracao intermedidria com as fibras paralelas ao eixo X
alongando-se ou encurtando-se pela acao de F, mas nada acontecendo com as fibras paralelas
aos eixos Y ou Z. Essa acdo seletiva de F sobre as fibras é coerente com a teoria de vigas de
Euler-Bernoulli. Na segunda etapa, o conjunto é rigidamente rotacionado da configuragao

intermedidria a configuracao atual pela agdo de R. A forma simplificada (2.25) reduz a

Vi+2—1+260" 0 0 (1+u)cos —w'senf —1+ 20" 0 0
€~ 0 00|= 0 00|, (228
0 00 0 0 0

mostrando que

ex =€+ ZkK (2.29)

¢ a unica componente nao nula do tensor deformacao.

2.2 EQUACOES DE EQUILIBRIO E CONDICOES
DE CONTORNO

A Figura 2.3 mostra a viga, num diagrama de corpo livre, sob carregamento distribuido

(por unidade de comprimento na configurac@o inicial) e nas extremidades, assim como os
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Fousw, q Fp,w,
z
M, —— - M,,, 0
: /,l [ ﬂﬁwﬂll\y -
FXI’MI ~ " " 'C]X ~ : " " sz’uz X
L l
Z

Figura 2.3 Diagrama de corpo livre de uma viga sob carregamento distribuido e nas

extremidades.

deslocamentos e rotagoes nas extremidades. Considerando que a viga tenha secao transversal

de drea A, a expressao do principio dos deslocamentos virtuais escreve-se

L
— /// (Sx(SEX + Sxy(S’)/Xy) dAdx + / (qX(Su + qzéw) dx
0
+ Fx10uq + Fxo0ug + Fzidwy + Fzadwy + My10601 + My96605 = 0 (230)

onde a tensao normal Sx e de cisalhamento Sxy referem-se ao segundo tensor tensao de

Piola-Kirchhoff. O desenvolvimento de

/// (SfoEX _'_SXY&YXY) dAdx = /// [SX ((5604—2(51%) +Sxy5’}/] dAdx
L

= / (N deg+ M ok + Q 07) dx (2.31)
0
reduz o principio a
L L
—/ (N deg+ M dk + Qo) dx + / (gxdu + qzéw) dx
0 0
+ FXl5U1 + FXQ5UQ + F215W1 + F225w2 + My1501 + My2592 =0 (232)
onde
N = / SydA M = / SyZdA Q= / SyydA (2.33)
A A A

sao a forca normal, momento fletor e forga cortante que atuam numa secao transversal.

O uso de

deg = cosfou’ — senfdw' — [(1 + u') send + w' cos 6] 60
ok = o6’

dy = senf du’' + cos dw' + [(1 + ') cos @ — w' sen ] 66 (2.34)
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conduz a
L
/ (N deg + Mk + Q 6) dx
0

L
= / {(Ncosf + Qsenf)du’ — (Nsend — Qcosb) dw' + M 66’
0

—{N[(1+u) senf 4+ w'cosb] — Q[(1+ u') cosd — w'send]} 60} dx. (2.35)
Substituindo as integracoes por partes
L L L
/ (N cosf + Qsenf) du'dr = / [(N cosf + Qsen ) du) do — / (N cosf + Qsend) dudxr
0 0 0
L
— (N cosf + Qsen ) dul} — / (N cos® + Qsen) dudxr
L L " L
/ (Nsenf — Q cosf) dw'dr = / [(Nsen® — Qcosf) dw]' do — / (Nsenf — Qcosf) dwdx
0 0 0
L
= (Nsenf — Qcost) 5w|0L — / (Nsenf — Qcosf) dwdx
0

L L L
/ M&?'d:c:/ (M&?)'dx—/ M'66 dx
0 0 0
L
- M(SG\OL—/ M'86 dz,
0

(2.36)

a expressao (2.32) toma a forma

/L{[(NCOSQ—FQSCHH)/—FQ)(] du— [(Nsent — Qcos) — qz] dw
- (M’ + N[(1+ ) senf + w' cos] — Q[(1+ ') cosf — w' sen 6]} 60} d
+ [N cosf + Qsenf + Fxq] du; — [N cos@ + @ sen ) — Fxo] dugy
—[Nsen — Q cosf — Fz] dwy + [N sen — Q cos 0 + Fzo] dws
+ (M + My1) 601 — (M — My3) 665 = 0. (2.37)

Em 0 < X < L as quantidades du, dw e 06 sao arbitrarias e independentes. Em X = 0,
L um deslocamento virtual (du;, dwi, etc.) é nulo se o correspondente deslocamento real
for conhecido (u; = w1, w; = w, etc.); caso contrdrio, é arbitrdrio e independente dos

demais deslocamentos. Portanto, do lema fundamental do cédlculo variacional identificamos
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as equagoes de equilibrio

(Ncosh+Qsenf) +qx =0
(Nsenf — Qcosf) —qz =0

M + N[1+u)senf +w' cosf] — Q[(1+u')cosf —w'senf] =0 (2.38)

que devem ser satisfeitas em cada ponto do dominio 0 < X < L. Identificamos também as

seguintes condicoes de contorno:

U = Uy ou N cosf + Qsenf = — Fxq
wy = Wy ou Nsenf — Qcosf = Fyy

0, =0, ou M = — My em X =0

Uy = Us ou N cosf + Qsen = Fyo
We = Wa ou Nsenfl — Qcost = — Fyo

0y = 0, ou M = My em X =1L. (2.39)

2.3 EQUACOES CONSTITUTIVAS

Para um material homogéneo, isotrépico e eldstico linear, as duas componentes ex e vy, da
deformacao (as tinicas de interesse para a construcao da teoria) assim se escrevem em termos

das tensoes:

1 S
X =% [Sx — v (Sy +5z2)] Txz = % (2.40)

onde F e G sao os médulos de Young e de cisalhamento. Desprezando-se em €x a contribuigao

de Sy e Sz em relagao a contribuicao de Sy, conforme evidéncias experimentais com vigas,
SX :EEX SXZ:G'YXZ- (241)

Substituindo em (2.33),

)
>

/ dA:/EeXdA:/E(erLZ/{)dA:EAeO
A A A
M:/SXZdA:/EeXZdA:/E(eo+Z/<a)ZdA:EI/<a
A A A
o= |
A

SxzdA ~ / KGyyydA = KGAy (2.42)
A
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onde
I= / Z2dA (2.43)
A
é o momento de inércia da secao transversal em relagao ao eixo Y, K é o fator de correcao
do cisalhamento transversal e [, ZdA = 0 por considerar a origem do sistema XY Z no
centréide da secao. Com a hipétese de Euler-Bernoulli, a equagao constitutiva Q) = KG A~y
deve ser eliminada.

Empregando um procedimento distinto do que é adotado neste capitulo, HIELMSTAD

(2005) obtém a mesma teoria de Timoshenko aqui apresentada.



Capitulo 3

Formulacao de Elementos Finitos

Os campos u, w e 6 sao independentes numa viga de Timoshenko. Os termos de contorno
em (2.34) mostram que u, w e 6 sdo também as varidveis primdrias da forma fraca (2.30),
devendo ser continuas entre elementos numa malha de elementos finitos (REDDY, 2006). O
elemento finito T de dois nés desenvolvido neste capitulo a partir de (2.30) usa polindémios
lineares nas aproximacoes de u, w e 6. Uma excelente discussao tedrica sobre este elemento
¢ dada por FELIPPA (2014).

A hipétese de Euler-Bernoulli introduz a dependéncia

wl

1+

tgl = — (3.1)

entre u, w e 0 (veja equagao (2.10) para ¢ = ), continuando essas quantidades como varidveis
primdrias na correspondente forma fraca a ser apresentada na Secao 3.2. Quando o problema
é linear, a continuidade de € entre elementos é facilmente atendida visto que a dependéncia
degenera-se em algo simples como § = —w'. Por outro lado, satisfazer a continuidade
dessa varidvel para grandes rotagoes é complicado, constituindo-se numa desvantagem da
formulagao lagrangiana total neste caso. O elemento finito EB de trés nés desenvolvido
neste capitulo satisfaz todas as continuidades exigidas usando aproximacoes quadrdtica e

cibica para u e w, respectivamente (NANAKORN e VU, 2006).

21
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A
u, j' \ u, X
w, w,

o

Z

Figura 3.1 Deslocamentos nodais do elemento T no sistema local X 7.
3.1 ELEMENTO T

Pela ordem de derivacao de u(X), w(X) e #(X) em (2.30), essas varidveis podem ser apro-

ximadas pelos polindémios simples de primeiro grau
wX) =ag+ X w(X) =by+ b X 0(X)=co+arX. (3.2)

Os coeficientes a; podem ser expressos em fungao dos valores nodais de u indicados na Figura

3.1:

u(0) = uy u(Le) = uy = ap = uy a; = u2L_ Ly (3.3)
Ou seja,
X X
U(X) = (1 — L_e) U + L—EUQ. (34)
Procedendo de maneira andloga,
X X X X
w(X) = (1 — L_e) w1 + L_er ¢9<X) = <1 — L_e) (91 + L—eeg. (35)
Em vista de
deg = cosfou’ — senf dw' — [(1 + u') send + w' cos 0] 60
ok = 66
6y = senf ou' 4 cos§ dw' + [(1 + u') cos§ — w'sen ] 60 (3.6)
escrevemos
L. Le
N degdr = N {cos éu’ — senfow' — [(1 4+ ') send + w' cos 0] 0} dx
0 0
M érdx = M 60'dx
0 0
Le Le
Qovydr = Q {senfdu’ + cos @ dw' + [(1 + u') cos @ — w'sen ] 060} dx  (3.7)

0 0
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onde N = FAey, M = FElx e Q = KGA~.

Se os deslocamentos e reagoes nodais do elemento sao ordenados segundo

d:|_u1 wy 01 uz wsy 92JT

f:LFXl Fpi My Fxo Fza Mys JTv (3~8)

a definicao

auﬂauauﬂau

N, = | — - 2 2T
L 8U1 awl 891 8u2 8w2 892 J
X X .
=] 1== =
| o 0 0 o 00 |
N, = | Qv Ow Ow Ow Ow Ow r
v aul awl 891 81@ a’lUQ 892
_ X X T
=10 1—Le 0 0 T 0|
N, o | 20 00 00 00 00 0 g
"7 L u, ow, 00, Ouy Ow, 06
B X X
_Loo1—LeooL6J (3.9)

permite escrever

su = NZsd su' = NTsd
sw = NLsd sw’ = N'Tsd
60 = N7 6d sw' = N od. (3.10)

As expressoes (3.7) reduzem-se a

Le Le
N Segdr = 6d” N {cosON! — sen N/ — [(1 4+ u') senf + w' cos ] Ny} dx
0 0
= 5d”fy(d)
Le Le
Mk dr = 6d” M Njdz
0 0
= od"fy,(d)
Le Le
/ Q 6y dr = 6d” Q{send N, + cosO N/ + [(1+u')cosd —w'sen | Ny} dx
0 0
= 6d"fy(d) (3.11)

e o principio dos deslocamentos virtuais (2.30) torna-se

Le

5d” {—fN(d)—fM(d)—fQ(d)Jr (qxNy + qzNy) dz + £| = 0. (3.12)



Formulacao de Elementos Finitos 24

Admitindo que as componentes de dd sejam arbitrdrias e independentes, obtemos da ex-
pressao anterior

¥(d) =0 (3.13)

onde

(d) = — f(d) — f1r(d) — fo(d) + /0 - (qxNy + qzNy) d + f. (3.14)

O sistema de seis equagoes nao lineares (3.13) representa o equilibrio das forgas nodais
internas e externas associadas aos seis parametros nodais d;. Se o sistema nao é satis-
feito por d para um dado carregamento, correcoes Ad podem ser obtidas pelo método de

Newton-Raphson (ZIENKIEWICZ et al., 2013). Nesse método, o vetor das forgas nodais

desequilibradas
¥(d+Ad) =¥(d) + A¥(d) =0 (3.15)
¢é forcado a ser nulo e
AU = a—\IlAd =kAd (3.16)
odT ’ '

O sistema nao linear (3.13) do elemento ¢é entao substituido pela forma linear
kAd = —¥(d) = Af (3.17)

a ser usada num processo iterativo. Por uma questao de énfase, ¥(d) é denominado — Af

para lembrar que sao forcas nodais desequilibradas. O vetor
d—d+Ad (3.18)

é corrigido a cada iteracao, assim como a matriz de rigidez tangente

ow
k=—. 1
7d (3.19)
Numa forma expandida, o sistema linear (3.17) escreve-se
8u1 awl 892 ( A ) ( v )
OV, OV, O, “ '
-z 72 22 Aw v
aul 8w1 892 . 1 _ '2 . (320)
Al v
L aul 8w1 a‘92 -
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/>Au2 o
Ae/ \ Ae‘/.\ o
© Yo Aw, - Aw,

_— 0, | X
Au, A\>? . /’\ o Awlj *
- ++

z
z
() (b)

Figura 3.2 Incrementos dos deslocamentos nodais do elemento T no sistema: (a) local X Z;

(b) global X 7.

Para uma dada iteracao do método de Newton-Raphson, o sistema linear de toda a
estrutura pode ser obtida das contribuicoes de cada elemento, apdés expressar a equacao
matricial (3.17) no sistema global XZ comum a todos os elementos. Usando a notagao da
Figura 3.2, os incrementos Ad e Af no sistema local XY relacionam-se aos incrementos Ad

e Af no sistema global XZ por meio de

Ad =T Ad Af = T Af. (3.21)
Considerando que
cosa —sena 0 0 0 ]
) senaw  cosae O 0 0
T = 0 0 1 0 0 (3.22)
0 0 0 cosa —sena
I 0 0 0 sena cosa |

é ortogonal, a matriz de rigidez nos dois sistemas relacionam-se por
k = T'kT. (3.23)

O vetor f;(d) pode ser obtido de maneira exata usando apenas um ponto de integracao de
Gauss. Mostraremos numericamente no préximo capitulo que o elemento possui um suave
travamento de membrana e um travamento de cisalhamento transversal mais acentuado.
Ambos podem ser aliviados usando um ponto de integragdo de Gauss (integracao reduzida)

na avaliagdo dos vetores fy(d) e fg(d).
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A suavidade do travamento de membrana pode ser antecipada analisando a expressao de
ep dada em (2.26):
ep = V14 2¢cos (6 — ¢) — 1. (3.24)

Para pequenas deformacoes 6 =~ ¢, o que torna a expressao

eo ~ /14 2¢ — 1. (3.25)

A restrigdo eg — 0 implica ¢g — 0 e vice-versa. A substituigdo das aproximagoes (3.2) em

€0 (veja expressao (2.6)) conduz a

1
m:ay+§@?+@% (3.26)

mostrando que o campo de deslocamento adotado pode atender a restricao ey — 0 sem
necessariamente zerar nenhum coeficiente.
A maior intensidade do travamento de cisalhamento transversal pode também ser ante-

cipada analisando a expressao de v dada em (2.26):
v =+142¢sen (0 — ¢). (3.27)
Se as deformagoes sdo pequenas (6 ~ ¢ e ¢g — 0), entao
Vb — 6. (3.28)

A substituigao das aproximagoes (3.2) resulta em

b
v =cy+ tgfll —i—lal + X, (3.29)

onde a expressao (2.10) é levada em conta. Nos problemas em que v — 0, o coeficiente
de X e o coeficiente independente dele devem anular-se. Para anular o coeficiente de X, a
restricao ¢; — 0 é naturalmente introduzida na solucao do problema tornando a curvatura

efetivamente nula e, consequentemente, enrijecendo o elemento.

3.2 ELEMENTO EB

A remocao do trabalho interno realizado pela forca cortante da expressao (2.30) resulta em

Le Le
—/ (N deg + M k) dx + / (gx0u + qzow) dz
0 0
+ Fix10u1 + Fxodug + Fiz10wy + Fzadws + My1061 + My200, = 0, (3.30)
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6, . 0,
o < N
. L
Wl W2
L ‘ L ‘
2 2
z

Figura 3.3 Deslocamentos nodais do elemento EB no sistema local X Z.

que é o principio dos deslocamentos virtuais da teoria de Euler-Bernoulli. Lembramos que
eo=(1+u')cosf —w'senf — 1 k=0 (3.31)

sao os mesmos da teoria de Timoshenko e que existe a dependéncia (3.1) entre u, w e 6.
Pela ordem de derivacao de u(X) e w(X) em (3.30), essas varidveis precisam ser aproxi-
madas por polindmios, no minimo, quadraticos. NANAKORN e VU (2006) propdem que u(X)

e w(X) sejam aproximados por polindmios quadrético e ctibico, respectivamente:

u(X) = ap+ a1 X + agX?

w(X) = by + b1 X + b X? + b3 X°. (3.32)

Os coeficientes a; e b; podem ser expressos em funcao dos valores nodais de u, w e ¢ indicados

na Figura 3.3:

u; = u(0) = ag
w1:w<0):b0
_1 —w'(0) 1 —b
0, — to L w'( _ 1
TR T w0 114

uy = u(Le) = ag + a1 L, + ayL?

Wo = U)(Le) = bo + blLe + bng + b3L2
1 — U)/(I/e) —t ~1 —bl — 2b2Le — 3b3Lg

Oy = tg~ —

I RTS8 1+a; + 2a5L,

= (Le)— + Le+ L (3.33)
UC—UQ = Qo (112 a24. .
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Resolvendo o sistema (3.33), obtemos

ag = Uy

1
ay = —L— (3U1 —4UC+UQ)

2
a9 = ﬁ (u1 — 2Uc —I—UQ)
by = w;
1
bl = — L_ (Le — 3U1 —|—4UC — Ug) thl
1
by = — P 3 (wy — wy) — 2 (Le — 3uy + 4u, — uy) tg 0y — (Lo + uy — 4u, + 3uy) tg 6y
1
bg = E [2 ('LUl — wg) — (Le — 3U1 + 4uc — UQ) tg 01 — (Le + Uy — 4UC + 3U2) tg 02]
(3.34)
e, portanto,

X 2
w(X) = up — (Bug — due + ug) — + 2 (ug — 2ue + us)

L. 2
X
’LU(X) = W1 — (Le — 3U1 + 4uc — UQ) thlL—
2
— [3 (w1 — wg) -2 (Le — 3U1 + 4uc — UQ) tg(gl — (Le + up — 4uc —+ 3U2) tg(gg] ﬁ
3
+[2 (w1 —wg) — (Le — 3uy + 4u, — uz) tg01 — (Le + up — 4u, + 3us) tg 6y 73"
(3.35)

Note que as aproximagoes u(X) e w(X) sdo singulares para angulos 6; = + (2k — 1) 7/2
onde k =1, 2, ... E possivel mostrar que a troca da aproximacio cibica de w(X) por uma
quadrética tem a vantagem de remover o né central, mas conduz a singularidades bem mais
severas.

Derivando ambos os membros de (3.1) em relacao a X,

¢  uw - (1+u)w”

= 3.36
C082 0 (1 + 'U,,)Q ) ( )
e aplicando (2.10) para ¢ = 6, obtemos
"' — (1 A/
g = (14+d)w (3.37)

1+2€0
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Sabendo-se que ey ¢ dado por (2.26) com 6 = ¢ e que k = ', entao

1+d _, w' ,

deg = ou' + 4]
O T2 T T2t
1 NI(1 N — 2u"w'l — w2w" /
5,'@:( +u)[(1+u)w 2uw] Wt e W s
(1 + 2¢) 1+ 2¢
(1 _'_ ul) [(1 + u/) u// _'_ 22w/w//] _ u//w/2 6w/ B 1 + ul 6w”.
(1 + 2¢) 1+ 2¢
e
L. Le
N degdr = / (Ar0u + Axow’) dx
0 0
L. Le
M Sk dx = / (B1ou' + Byou” + Bsdw' + Bgow") dx
0 0
onde
A, — LUIN A, — L’N
VT 126 2T VT + 26
1 NI(1 N — 2u"w'l — ww" /
Blz(+u)[( +u') w 2uw] wre” By— Y
(1 + 260) ]. —|— 260
1 1 1 AW/ 20 w" = u" 2 1 l
Bgz(+u)[( +u')u +2ww] uw? Bye +u
(1+ 2¢) 1 + 2¢
Se os deslocamentos e reagoes nodais do elemento sao ordenados segundo
d=[w w 6 us wy 6 UCJT
f=|Fx; Fu My Fxa Fz My, 0],
a definicao

ou Ou Ou Ou Ou Ou Ou
duy 0wy 00y Ouy Owy 90y Ou,
ow OJw OJw Jw Jw Jw OJw
L 9w Dui 08 Bw Bw, 0, u,

J T

N, = |
N, =

permite escrever

su = NZéd su' = N'T6d su” = N'T5d
ow = NZsd ow' = NTsd sw” = NTsd.

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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As expressoes (3.39) reduzem-se a

L. Le
N(SEodz = 5dT/ (AlN; + AQN;U) dx
0 0
= 5d"fx(d)
Le Le
M Skdx = 5d* / (BiN!, + BN + B3N/ + ByN!) dx
0 0

= 5d"fy(d) (3.44)
e o principio dos deslocamentos virtuais (3.30) torna-se
Le
sd” l— fn(d) — far(d) + / (gxN, + qzN,)dx +f| =0. (3.45)
0

Admitindo que as componentes de dd sejam arbitrarias e independentes, obtemos da ex-
pressao acima

¥(d)=0 (3.46)
onde

@(d) = — £ (d) — fur(d) + / B (axNy + qzNy,) dz + f. (3.47)

A solugao de um problema discretizado com o elemento EB se dd de maneira semelhante
a solugdo com o elemento T. A auséncia de fp(d) remove do problema a possibilidade de
travamento de cisalhamento transversal. No entanto, podemos perceber que o elemento
apresenta travamento de membrana substituindo as aproximagoes (3.32) na expressao (2.6):

1
€ = u + 3 (u? 4+ w?)

1 9
=a+y (af 4+ b7) + 2 (az + a1az + biby) X + (2a3 + 2b3 + 3b1bs) X + 6babs X* + 5b§X4
(3.48)

Nos problemas em que ¢y — 0, cada coeficiente do polinémio deve anular-se separadamente
pois €y — 0. Para anular o coeficiente de X*, a restricao b3 — 0 deverd ocorrer naturalmente
na solucao do problema implicando também na anulacao do coeficiente de X?3. Com b3 — 0,
o coeficiente de X? serd nulo para a3 + b3 — 0 que implica as, by — 0 e, consequentemente,

a anulacao do coeficiente de X. Portanto, com as restrigoes
as, bg, bg — 0 (349)
a deformacao ey tenderd a zero por meio de coeficientes a; e b; nao nulos mas sob a restricao

1
o+ (af +07) — 0. (3.50)
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configuragdo inicial u, u, u, u,

configuragdo atual

elemento T’ elemento EB

Figura 3.4 Elementos T e EB nas configuracoes inicial e atual.

Face a (3.49), os deslocamentos u(X) e w(X) passam efetivamente a serem aproximados
por polinémios lineares e a curvatura torna-se nula (v” = w” = 0). Esse travamento de
membrana serd verificado numericamente no préximo capitulo, e aliviado usando dois pontos
de integracao de Gauss (integracao reduzida) na obtengao de fy(d).

A Figura 3.4 mostra os elementos T e EB nas configuracoes inicial e atual, ilustrando
que a independéncia entre as varidveis u, w e 6 no elemento T o faz capaz de ajustar-se a

configuracao atual mesmo com simples aproximagoes lineares dessas varidveis.



Capitulo 4
Aplicacoes Numeéricas

Os trés exemplos a seguir foram escolhidos por dois motivos: primeiro, possuem solugao
analftica quando as restrigoes ey = 7 = 0 sao introduzidas na teoria apresentada no Capitulo
2, como mostra o Apéndice A; segundo, constituem-se em excelentes testes para avaliar a ca-
pacidade dos elementos propostos em lidar com fortes nao-linearidades geométricas oriundas
de grandes rotagoes. A trajetéria de equilibrio em cada exemplo é determinada por incre-
mentos de cargas seguidos de iteragoes do método de Newton-Raphson até que o equilibrio
seja restabelecido.

O critério de convergéncia utilizado ¢ dado por (COOK et al., 2002)

max (ep; ep) < 1072 (4.1)

D= {AD}Z {AD}k ep = {‘I’}Z {\I/}k (4.2)
{D} (D} V {FY {FY

A quantidade ep é a razao entre a norma euclidiana do vetor dos incrementos dos deslo-

onde

camentos nodais no final de uma iteracao k£ e a do vetor dos deslocamentos nodais apés a
correcao; ex € a razao entre a norma euclidiana do vetor das forcas nodais desequilibradas no
final da iteracao k e a do vetor das forgas nodais externas. Nos casos em que houve indicios
de nao convergéncia, dado por um nimero excessivo de iteragoes, o processo foi interrompido
usando-se, em seguida, um maior nimero de incrementos.

Para contornar problemas de travamento, os vetores fy;(d), fx(d) e fo(d) sao todos

obtidos com apenas um ponto de integracao de Gauss no elemento T, e os vetores fy,(d)

32
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e fy(d) s@o obtidos com trés e dois pontos de integragdo de Gauss, respectivamente, no

elemento EB (néo existe fo(d)).

4.1 VIGA EM BALANCO COM CARGA-MOMEN-
TO NA EXTREMIDADE

A viga em balanco da Figura 4.1 talvez seja a estrutura mais utilizada na literatura para
testes com grandes rotacoes. As componentes do deslocamento e a rotacao na extremidade
livre obtidas por elementos finitos sdo identificadas por U = —wu(L), W = —w(L) e © =
0(L), e os valores oriundos da solugao analitica para ey = v = 0, obtidos de (A.19) e (A.23),

sao denotados por Usato, Wexatos Oexato-

E = 210 GPa
W L=32m
0,1 m
0,1m

Figura 4.1 Viga em balango com carga-momento aplicada na extremidade.

A Tabela 4.1 mostra os parametros

U W )
Uexato Wexato ’ @exato

para a viga discretizada em 5 elementos T. Os valores M L/2rEI = 0,5; 1; 1,5 e 2 correspon-
dem na solugao analitica a viga deformada em meia volta (semicircunferéncia), uma volta
(circunferéncia), uma volta e meia, e duas voltas, respectivamente. A tabela também traz
o nimero minimo Incy;, de incrementos necessdrios a convergéncia, assim como o nimero

médio Itery.q de iteragoes por incremento. Os resultados para a malha refinada em 10, 20
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e 50 elementos T aparecem nas Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4. A discretizacao em 50 elementos traz

um ganho de precisao insignificativo comparado & discretizagao em 20 elementos.

Tabela 4.1 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 5 elementos T.

ML/2rEI  k, kuw ko Incyin  Iteryed
0,5 1,000 1,017 1,000 1 30,0
1 1,000 1,000 1,000 6 9,2
1,5 1,000 1,165 1,000 9 9,1
2 1,000 1,000 1,000 11 14,3

Tabela 4.2 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 10 elementos T.

ML/2rEI kK, kuw ko Inchi,  Itermeq
0,5 1,000 1,004 1,000 3 16,0
1 1,000 1,000 1,000 6 14,5
1,5 0,099 1,038 0,999 8 18,9
2 1,000 1,000 1,000 12 14,0

Tabela 4.3 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 20 elementos T.

ML/2rEI kK, kuw ko  Incnim Itermeq
0,5 1,000 1,000 1,000 4 11,3
1 1,000 1,000 1,000 7 12,1
1,5 1,000 1,009 1,000 10 11,1
2 1,000 1,000 1,000 13 8,4
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M* = 0.5

M* = 0.7

exato
x  elemento T

Figura 4.2 Configuracoes deformadas para a viga discretizada em 10 elementos T para

alguns valores de M* = ML/2rEl.

Tabela 4.4 Viga com carga-momento na extremidade discretizada em 50 elementos T.

ML/2rEI kK, kuw ko Incmim Iteryea

0,5 1,000 1,001 1,000 3 10,3
1 1,000 1,000 1,000 6 10,2
1,5 1,000 1,001 1,000 9 10,1
2 1,000 1,000 1,000 12 10,1

As Figuras 4.2 e 4.3 mostram a viga deformada para alguns valores de M* = ML /27 E1
usando uma discretizacao em 10 e 50 elementos T, respectivamente.

A singularidade do campo de deslocamento do elemento EB para valores nodais #; =
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M* = 0.5
M* = 0.2

M* = 0.7

exato
x  elemento T

<

*

1

=

N ©

o

Figura 4.3 Configuracoes deformadas para a viga discretizada em 50 elementos T para

alguns valores de M* = ML/2rEl.

+(2k—1)7m/2 onde k = 1, 2, ... o impede de ser usado neste exemplo com o algoritmo

incremental-iterativo adotado.

4.2 VIGA EM BALANGCO COM CARGA TRANS-
VERSAL NA EXTREMIDADE

O segundo exemplo ¢é a viga da Figura 4.4. Na avaliacao dos pardmetros k,, k, e kg, 0s
valores de Uecato, Wexato © Oexato Oriundos da solucao analitica para eg = v = 0 sao dados
em termos de integrais elipticas de 1* e 22 espécies na Secao A.2. Esses valores também

aparecemn, ja em forma tabular, no trabalho de MATTIASSON (1981).
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L |
E = 210 GPa
L=32m
0,1 m
0,1 m

Figura 4.4 Viga em balango com carga transversal aplicada na extremidade.

Como o elemento EB nao apresenta singularidade neste exemplo, aproveitamos para
analisar numericamente o travamento de membrana em ambos os elementos T e EB assim
como o travamento de cisalhamento transversal no elemento T. A viga discretizada em 5
elementos sao atribuidos diversos valores a altura h da secao transversal: h = 0,02; 0, 04;
0,06; 0,08 e 0,1 m, esperando um aumento de travamento para valores menores de h. A
carga adotada é de P,L?/EI = 5.

As Figuras 4.5 e 4.6 mostram que o ideal é avaliar os vetores fy;(d), fx(d) e fo(d) do
elemento T com apenas um ponto de Gauss, enquanto a Figura 4.7 indica que os vetores
frr(d) e fy(d) do elemento EB deveriam ser avaliados com trés e dois pontos de Gauss,
respectivamente. Adotando o mimero ideal de pontos de Gauss na integracao numérica,
obtemos os resultados apresentados nas Tabelas 4.5, 4.6 e 4.7 para a viga discretizada em 5,
10 e 20 elementos T ou EB. Para malhas menos refinadas, o elemento EB conduz a resultados
mais precisos. A Figura 4.8 mostra a viga deformada para alguns valores de P* = P,L*/EI

usando uma discretizagao em 20 elementos.
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1 L L L L
=]
a
=]
0.8~
a
ke
0.6
exato
X 1 ponto
04l A 2 pontos
O 3 pontos
O 4 pontos
+ 5 pontos
0.2+
0 | | | | | | | |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
h (m)

Figura 4.5 Viga modelada em cinco elementos T com um ponto de Gauss em fj,(d) e

fo(d), e diferentes pontos em fy(d) para P,L*/EI = 5.
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1 X X X X
0.8~
0.6
kG exato
x 1 ponto
A 2 pontos
O 3 pontos
O 4 pontos
0.4 + 5 pontos
0.2
a
a
0 @ | ? | | | | |
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
h (m)

Figura 4.6 Viga discretizada em cinco elementos T com um ponto de Gauss em fy,(d) e

fn(d), e diferentes pontos em fg(d) para P,L*/EI = 5.
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1.02-
1 9]
m]
u] o o . A
A
A
0.98—
A
k
0
0.96 —
0.94 — A
exato
O 2 pontos
O 3 pontos
A 4 pontos
0.92—
0.9 | | | | | | | | J
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

h (m)

Figura 4.7 Viga discretizada em cinco elementos EB com trés pontos de Gauss em fj;(d)

e diferentes pontos em fy(d) para P,L?/EI = 5.
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Tabela 4.5 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 5 elementos T ou

EB.

PI?/EI K, kw ko Incmm Itermea

1 0,980t 0,993 1,002 1 7.0
1,0006 1,000 1,000 1 9,0
2 0,985 0,996 1,005 1 13,0
1,000 1,000 1,000 1 10,0
3 0,988 0,997 1,006 2 11,0
1,000 1,000 1,000 2 6,5
4 0,990 0,998 1,008 3 6,0
1,000 1,000 1,000 3 6,0
5 0,991 0,999 1,008 3 8,6
0,999 1,000 1,000 3 7.0
6 0,992 00999 1,009 4 7.0
0,999 1,000 1,000 4 5.5
7 0,993 0,999 1,009 5 5,0
0,999 1,000 1,000 5 5,2
8 0,993 0,999 1,009 5 5.8
0,999 1,000 1,000 5 5.8
9 0,993 0,999 1,009 6 5,6
0,999 1,000 1,000 6 5,0
10 0,993 0,999 1,009 6 5.8
0,999 1,000 1,000 7 49

tElemento T {Elemento EB
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Tabela 4.6 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 10 elementos T ou

EB.

PL%/EI k., kw ko Incpin  Itermed
1 0,096" 0,999 1,000 1 7.0
1,000 1,000 1,000 1 5,0

2 0,997 0,999 1,001 2 6,0
1,000 1,000 1,000 1 10,0

3 0,997 1,000 1,001 2 8,0
1,000 1,000 1,000 2 6,0

4 0,998 1,000 1,002 3 6,0
1,000 1,000 1,000 3 9,6

5 0,098 1,000 1,002 3 9.0
1,000 1,000 1,000 6 8,0

6 0,998 1,000 1,002 4 5,0
1,000 1,000 1,000 5) 4.8

7 0,998 1,001 1,002 ) 4,8
1,000 1,000 1,000 5 5,0

8 0,998 1,001 1,002 ) 5,4
1,000 1,000 1,000 6 48

9 0,999 1,001 1,002 6 47
1,000 1,001 1,000 8 4.5

10 0,999 1,001 1,002 6 6,0
1,000 1,001 1,000 10 4,2

tElemento T

{Elemento EB
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Tabela 4.7 Viga com carga transversal na extremidade discretizada em 20 elementos T ou

EB.

PL%/EI k., kw ko Incpin  Itermed
1 0,990 1,000 1,000 1 7.0
1,000 1,000 1,000 1 6,0

P 1,000 1,000 1,000 1 12,0
1,000 1,000 1,000 1 6,0

3 1,000 1,001 1,000 2 8,0
1,000 1,000 1,000 2 7,0

4 1,000 1,000 1,000 3 6,0
1,000 1,000 1,000 2 6,0

5 1,000 1,000 1,000 3 7.6
1,000 1,000 1,000 4 5,0

6 1,000 1,001 1,000 4 9,5
1,000 1,000 1,000 4 9,5

7 1,000 1,001 1,000 6 4,0
1,000 1,000 1,000 4 6,0

8 1,000 1,000 1,000 6 45
1,000 1,000 1,000 4 5.3

9 1,000 1,000 1,000 6 47
1,000 1,001 1,000 5) 5,2

10 1,000 1,001 1,000 8 4.8
1,000 1,001 1,000 5) 5,0

tElemento T

{Elemento EB
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Figura 4.8 Configuracoes deformadas para a viga discretizada em 20 elementos T ou EB

para alguns valores de P* = P,L*/EI.
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4.3 BARRA SOB COMPRESSAO AXIAL

A barra da Figura 4.9 estd inicialmente sob compressao axial. Fazendo a carga P, crescer a
partir de zero, a barra permanece vertical até o valor P., = 72ET/4L?. A partir daf aparecem
duas trajetorias de equilibrio: a barra continua vertical, se nao houver nenhuma perturbacgao
(equilibrio instdvel), ou a barra se inclina e alcanga uma nova forma de equilibrio estavel

(THOMPSON e HUNT, 1973).

i W
P,
T I T
®
| U
| ¢ \V>/
I
I
I
|
I E = 210 GPa
L : L=32m
|
X 0,1 m
0,1 m
v Z

Figura 4.9 Barra sob compressao axial.

Na obtengao da solugao por elementos finitos, uma pequena carga-momento é mantida
na extremidade livre da barra para simular uma pequena perturbacao até o pentltimo in-
cremento, a partir do qual a carga ficticia é removida.

Na avaliacao dos parametros k,, k,, e kg, os valores de Uexato, Wexato € Oexato Oriundos da
solucao analitica para eg = v = 0 sao dados em termos de integrais elipticas de 1?* e 2% espécies
na Secao A.3. Pelo mesmo motivo jé exposto no primeiro exemplo, o elemento EB apresenta
dificuldade na solucao desse problema. As Tabelas 4.8, 4.9 e 4.10 trazem os resultados
para a barra discretizada em 5, 10 e 20 elementos T. Os valores de P,/P.. = 1,015; 1,294;
2,542; 15,218 correspondem a Oyt = 20°; 80°; 140°; 179° respectivamente. Nao houve
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convergéncia com a malha de 5 elementos e P, /P.. = 1,015 (veja Tabela 4.8). A Figura 4.8
mostra a barra deformada para alguns valores de P,/P,., usando uma discretizacdo em 20

elementos.

Tabela 4.8 Barra sob compressao axial discretizada em 5 elementos T.

P,/P,., k., Kuw ko Incyin  Itermed

1,015 - - - - -

1,294 1,043 0,987 0,982 6 6,0

2,542 0,843 1,012 1,004 9 6,1
15,218 0,981 1,068 1,003 48 2,3

Tabela 4.9 Barra sob compressao axial discretizada em 10 elementos T.

P,/P,, k., Kuw ko Incyin  Iteryed

1,015 1,008 0,861 0,858 4 5,3
1,294 1,010 0,998 0,99 6 5,5
2,542 0,966 1,003 1,001 9 5,3
15,218 0,996 1,016 1,001 69 1,8

Tabela 4.10 Barra sob compressao axial discretizada em 20 elementos T.

P,/P,., k., k., ko Incpin  ITterpmeq
1,015 1,001 0,978 0,975 2 10,5
1,294 1,002 1,000 0,999 6 5,5
2,542 0,997 1,001 1,000 9 5,3

15,218 1,001 1,004 1,000 49 2,3
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P*=1.015

P* = 2542

lP* =15.218

Figura 4.10 Configuragoes deformadas para a viga discretizada em 20 elementos T para

alguns valores de P* = P,/ P,,.



Capitulo 5

Conclusoes

Com relagao ao elemento T derivado da teoria de Timoshenko com pequenas deformagoes

mas grandes rotagoes podemos inferir:

(1)
(2)

o elemento mostra-se eficiente nos testes numéricos apresentados;

o vetor f;(d) do elemento pode ser obtido de maneira exata com apenas um ponto
de Gauss. O elemento apresenta um travamento suave de membrana e um travamento
mais acentuado de cisalhamento transversal. O alivio do travamento de membrana
pode ser conseguido pela integragao reduzida de f(d) com apenas um ponto de Gauss.
Da mesma forma, a integragao reduzida de f;(d) com apenas um ponto de Gauss pode

também aliviar o travamento de cisalhamento transversal;

com o aumento da magnitude da rotacao, o elemento requer um maior nimero de
incrementos para reproduzir o equilibrio da estrutura mas nao necessariamente um

maior nimero médio de iteragoes por incremento.

Com relagao ao elemento EB derivado da teoria de Euler-Bernoulli com pequenas defor-

macoes mas grandes rotagoes podemos inferir:

(1)

o elemento tem dificuldades em lidar com problemas envolvendo rotacoes com valores
nodais 6; préximos de +(2k —1)7/2 onde k = 1, 2, ... devido a singularidades em
seu campo de deslocamento. Acreditamos que essa dificuldade possa ser mitigada por

meio de algoritmos especiais;

48
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(2) o travamento de membrana apresentado pelo elemento pode ser aliviado por integragao
reduzida de fy(d) com dois pontos de Gauss. O vetor fy;(d) deve ser avaliado com

trés pontos de Gauss.

Apesar de a teoria de vigas de Timoshenko ser de ordem superior & teoria de Euler-
Bernoulli, o desenvolvimento do elemento T se mostra bem mais simples e envolve um
menor esfor¢o computacional.

Lembramos que os resultados analiticos dos exemplos apresentados admitem que v =
eg = 0. Como os resultados obtidos por elementos finitos reproduzem tais resultados com
excelente precisdo, podemos inferir que as contribuictes dos vetores fy(d) e fo(d) devam ser
insignificativas face a contribuigao de fj;(d). Isso pode ser facilmente verificado comparando-

se os médulos desses vetores nas configuragoes de equilibrio.



Apéndice A
Solucoes Analiticas

Da expressao (2.26),
v =1+ 2¢sen (6 — ). (A1)

Se ~ for considerada nula, entao

0=¢ (A.2)

sen@——L cos@—i (A.3)
 VI+26 - VI+2¢ ’

conforme (2.10). Se ey for também considerada nula (¢, serd nula), as expressoes (A.3)
reduzem-se a

senf = —w' cosf =1+ u'. (A.4)
Ao impor as restrigdes 7 = ¢g = 0 em (2.9), percebemos que
(1+u') senf + w'cosf =0 (1+u)cosf —w'senf = 1. (A.5)
Com as restrigdes 7 = ¢y = 0, a tnica equag@o constitutiva a sobreviver em (2.42) é
M = FElk (A.6)
e a unica rela¢do deformagao-deslocamento a ser considerada em (2.9) serd
k=40. (A.7)

Visto que a equagao constitutiva e a relacao deformagao-deslocamento sao fungoes sé de 6,
podemos afirmar que as equagoes de equilibrio (2.38) poderao ser reduzidas a uma tinica

equacao funcao sé de 6.

50
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Figura A.1 Viga sob carga aplicada na extremidade X = L.

Vamos introduzir (A.5) nas equagoes de equilibrio (2.38), considerando que a carga apli-

cada & viga seja a indicada na Figura A.1:

(N cosf + Qsend) =0
(Nsenf — Qcosf) =0
M —-Q=0.

Substituindo a tltima equacao nas duas primeiras, obtemos apds integragao

Ncosf + M'sen = C;
Nsen — M' cost = Cs

(A.9)

onde C e Cy sao constantes arbitrarias. As condigoes de contorno (2.39) em X = L mostram

que

Ncos@ 4+ M'senf = P,

Nsenf — M'cosf = — P,,.

Ou seja,

Clzpu OQZ—PU).

As equagoes de equilibrio (A.9) sdo, portanto, dadas por

Ncosf + M'senf = P,

Nsenf — M'cosf = — P,,.

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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Vamos eliminar N de (A.12) multiplicando a primeira equagao por sen @ e a segunda por

cos 6,

Nsenfcosf + M'sen?0 = P, senf

Nsenfcosf — M cos’ = — P, cosf, (A.13)
subtraindo em seguida a segunda equacao resultante dessa operagao da primeira:
M' = P,senf + P, cos®. (A.14)
Finalmente, a introdugao de (A.6) e (A.7) conduz a
EI0" — P,senf — P, cosf =0, (A.15)

que é a equacao em funcao de 0 a que se reduziu todas as equagoes de equilibrio.

A.1 VIGA EM BALANCO COM CARGA-MOMEN-
TO NA EXTREMIDADE

Vamos considerar que as cargas P, = P, = 0 na viga da Figura A.1 para reduzir a equagao
(A.15) a
EI§" =0, (A.16)

cuja integragao resulta em

EIf = C1X + Cy (A.17)

onde C; e Cy sdo constantes arbitrarias. Das condicdes de contorno 6(0) =0 e M(L) = M,

Ci=M Cy =0. (A.18)
Portanto, B
MX
0(X) = ST (A.19)

Perceba que a barra com EI constante deforma-se para um dado M num arco de circunfe-
réncia de curvatura §' = M /E1.
Com base em (A.19), B
d Md
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Das relagoes (A.4),
du du EI

ﬁ:cosﬁ—l = @:ﬁ(cose—l)
3—; = — senf = % = —%sen@. (A.21)
Portanto,
u:% (cosf —1)db + Cs
:%(sen9—9)+03
w:—%/sen9d9+04
= % cosf + Cy. (A.22)

Como a condicio u(0) = w(0) = #(0) = 0 implica C5 = 0 e Cy = — E1/M, entdo

u(X) :%(senﬁ—ﬁ) w(X) = %(0086’—1). (A.23)

A.2 VIGA EM BALANGCO COM CARGA TRANS-
VERSAL NA EXTREMIDADE

Vamos considerar que as cargas P, = M = 0 na viga da Figura A.1 para reduzir a equacao
(A.15) a
EI10" — P, cosf = 0. (A.24)

A multiplicacao da equacgao por #' permite escrevé-la na forma

E10'0" — P,0 cosf = 0 (A.25)
ou
EI ’
(79'2 — P, sen 9) =0, (A.26)
cuja integragao resulta em
ET
79’2 — Pysenf = (4 (A.27)

onde C) é uma constante arbitraria. Vamos aplicar a condi¢do de contorno M (L) = 0 e

admitir que (L) = 6, para obter

Cy = —P,senb,. (A.28)
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Portanto,
EI , A , P,
70 = P, (senf — senty) = (dX) =2a“(senf — senfy) a° = I (A.29)

Como 6 é sempre negativo para P, positivo (veja Figura 4.4), vamos por conveniéncia
usar a nova varidvel § = — 6 (8, = — ) e reescrever a equagao acima na forma

_ ds
B ﬂa\/senﬁo — senf3’

dx (A.30)

onde a escolha do sinal positivo no segundo membro de (A.30) é condizente com o fato de
[ crescer enquanto X também cresce. A integragao pode ser simplificada pela mudanca de
varidvel

1+ sen 8 = 2p?sen®w 1+ sen 3, = 2p°. (A.31)

Da primeira equagao (A.31) escrevemos
cos 8 df = 4p? sen w cos w dw (A.32)

ou

a5 — 4p2senwcoswdw

cos 3

4p? sen w cos w
= dw

/1 —sen?j

2
L (A.33)

\/1 — p?sen?w

Sabendo-se que

sen B, — sen 3 = 2p* (1 — sen’w) , (A.34)

a equagao (A.30) reescreve-se

1 2p cos w
dX = dw
V2a/2p? (1 — senw) /1 — p?sen? w
d,
- - . (A.35)
ay/1 — p?sen? w
Considerando que
_ o1
B =0 w=w=sen ——— em X =

B=B, —w= g em X=1I, (A.36)
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a integracao de (A.35) resulta em

L
/dX:l/ de (A.37)
0 aJg /1 —p2sen?w
ou
1 T B
L=—(KG.p) - K@) (A.38)
onde )
T /2 dw /‘D dw
K(=,p) = K(w,p) = A.39
(2 2 /o V1 — p?sen?w (@) 0o /1—p’*sen?w ( )

sao integrais elipticas de 1* espécie.

Das relagoes (A.4) e (A.35),

du = (cos — 1)dX

( —sen? 3 1) dw
a4/1 — p2sen?w

d
= (2psenw\/1—p sen%u—l) d
ay/1 — p?sen? w
2p sen w dw

= dw — (A40)

e’ ay/1 — p?sen? w

cuja integragao

/u(L) 2p /71‘/2 1 /71‘/2 dw
du = — senwdw — —
0 o Jg aJo /1 —p’sen?w

resulta em
1 2pcosw
-~ (K K(@,p)) - A4l
U==(KGp) = K@p) - = (A41)
onde u(L) = — U (veja Figura 4.4). Em vista da expressao (A.38),
9 _
U=r- LY (A.42)
o
Das relagoes (A.4) e (A.35),
dw = — senfdX
= sen 3 dw
ay/1 — p?sen? w
d
= (2p2sen2 w — 1) d
ay/1 — p?sen?w
1 —2(1 — p?sen?
_ 12 psenw), (A.43)

ay/1 — p?sen?w
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cuja integragao

w(L) 1 w/2 d 2 w/2
/ dw:—/ d ——/ v/ 1 — p?sen? w dw
0 aJg /1 —p%sen?w @ Jg

1 T

W==(KG.p) - K@p) - (EG.p) - E@p) (A.44)

onde w(L) = W (veja Figura 4.4) e

w/2 @
E(g,p) = / V1 —p2sen? wdw E(w,p) = / V1 —p2sen?wdw (A.45)
0 0

sao integrais elipticas de 2* espécie. Em vista da expressao (A.38),

resulta em

W=1I-— 2 <E(g,p) - E((Ij,p)) . (A.46)

As integrais elipticas de 1* e 2% espécies nao podem ser efetuadas numa forma fechada. O
Mathematica possui fungoes predefinidas para rapidas avaliacoes de K e F.
Para calcular a carga P, e a correspondente posicao U e W da extremidade da barra,

seguimos o roteiro:

1. escolhemos (3, (= © conforme a Figura 4.4);

. 1+ senfy, _ 4, 1
2. avaliamos p =4/ ————— e w =sen” ——;
2 V2p

3. avaliamos

1 T
——(kC,p) - K )
a L( (5p) = K(@,p)
e, em seguida,
9 2p cosw 2 s _
P, = Ela U=1— WzL——(E(a,) E(w,p))
(6]

A.3 BARRA SOB COMPRESSAO AXIAL

Vamos considerar que as cargas P, = M = 0 na viga da Figura A.1 para reduzir a equagao
(A.15) a
EIY" — P,senf = 0. (A.47)

A multiplicacdo da equacdo por § permite escrevé-la na forma

EI0'0" — P,0' sen = 0 (A.48)
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ou

(%«9/2 + P, cos «9) =0, (A.49)

cuja integracgao resulta em

%9’2 + P, cosf = Cy (A.50)

onde C; é uma constante arbitraria. Vamos aplicar a condi¢do de contorno M (L) = 0 e

admitir que (L) = 6, para obter

Ci, = P, cosb. (A.51)
Portanto,
EI,, A , P,
70 = —P,(cos —costy) = (d—X) = —2a” (cos —cosby) o = BT
(A.52)
Como na segao anterior, fagamos f = — 6 (8, = — 0y) para reescrever a equagao acima
na forma
dX = dp
V2ay/cos f — cos Bo
d
_ b , (A.53)
200 \/sen2 % — sen? g

onde a escolha do sinal positivo no segundo membro de (A.53) é condizente com o fato de
[ crescer enquanto X também cresce se a barra flamba para baixo. A integracao pode ser

simplificada pela mudanga de varidvel
Seny = psenw sen =2 = p. (A.54)

Da primeira equagao (A.54),

1
5 €08 gdﬁ = pcosw dw (A.55)
ou
2
d5 = peosw ,
cos 5
2
_ _ Zpoosw -
1 — sen? b
2
2
= PV . (A.56)

/1 — p?sen?w
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Assim,

B 1 2p cosw
2a\/p? — p?senw /1 — p2sen?w

- dw (A.57)

ay/1 - p?sen?w

dX dw

Considerando que

=0 w=
B = Bo W=

em X =

em X =1, (A.58)

a integragao de (A.57) resulta em

(A.59)

L w/2
/dX:l/ dw
0 aJo /1 —pPsen?w
ou

LzéK@m) (A.60)

Das relagoes (A.4) e (A.57),

du = (cosf —1)dX

= (cos2 é — sen? é — ) dX
2 2

= —2(1—cos2§> dX

= —2p%sen’wdX
dw

ay/1 — p?sen? w

2 d,
= — | V1—p?sen?wdw — - (A.61)
o’ /1 —p?sen?w

=2 (1 — pPsen®w — 1)

cuja integragao

u(L) 9 /2 /2
/ du = — / \/1—pQSen2wdw—/
0 a 0 0

dw
/1 — p?sen? w

resulta em
T

v =2 (BG.n - K(5.0) (A.62)

onde u(L) = — U (veja Figura 4.9). Em vista da expressao (A.60),

2 . m
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Das relagoes (A.4) e (A.57),

dw = — senfdX
= sen3dX

= 2sen é coS édX
2 2

= ZSeng\/l — sen2§dX

dw
= 2psenwy/ 1 — p?sen? w
ay/1 — p?sen?w

2
= 2L senwdw (A.64)
o
cuja integragao
w(L) 2p /2
/ dw = —/ sen w dw (A.65)
0 @ Jo
resulta em
2
w = 2L (A.66)
o

onde w(L) = W (veja Figura 4.9).
Para calcular a carga P, e a correspondente posicao U e W da extremidade da barra,

seguimos o roteiro:

1. escolhemos 3, (= © conforme a Figura 4.9);

2. avaliamos p = sen =2;

2

3. avaliamos

e, em seguida,

2
P,=Ela*> U=2L->E(Zp  w=2=2
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