INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA

Ian Lima Barreto

Flambagem de painéis planos

Trabalho de Graduagdo
2014

Cwvil - Aeronautica




624.074.4

Ian Lima Barreto

Flambagem de painéis planos

Orientador
Francisco Alex Correia Monteiro (ITA)

Divisao de Engenharia Civil

SA0 JOSE DOS CAMPOS

INSTITUTO TECNOLOGICO DE AERONAUTICA

2014



Dados Internacionais de Catalogacio-na-Publicacao (CIP)
Divisdo de Informacao e Documentacio

Barreto, Ian Lima
Flambagem de painéis planos / Ian Lima Barreto
Sao José dos Campos, 2014.

50f.

Trabalho de Graduacgdo — Divisdo de Engenharia Civil — Instituto Tecnolégico de Aerondutica, 2014.
Orientador: Prof. Francisco Alex Correia Monteiro, MSc

1. Placas retangulares. 2. Placas reforcadas. 3. Flambagem. 4. Método de Ritz. 5. Andlise estrutural. I.
Instituto Tecnolégico de Aerondutica. II. Titulo

REFERENCIA BIBLIOGRAFICA

BARRETO, Ian Lima. Flambagem de painéis planos sob bordas reforcadas. 2014. 50f.
Trabalho de Conclusdo de Curso (Graduagdo) — Instituto Tecnoldgico de Aerondutica, Sao
José dos Campos.

CESSAO DE DIREITOS

NOME DO AUTOR: lan Lima Barreto
TITULO DO TRABALHO: Flambagem de painéis planos
TIPO DO TRABALHO/ANO: Graduacdo / 2014

E concedida ao Instituto Tecnolégico de Aerondutica permissio para reproduzir copias deste
trabalho de graduacio e para emprestar ou vender copias somente para propdsitos académicos
e cientificos. O autor reserva outros direitos de publica¢do e nenhuma parte desta monografia
de graduacgdo pode ser reproduzida sem a autorizacao do autor.

Ian Lima Barreto
Rua Um G, 51 — Parque Tabapud
Caucaia — CE — Brasil. CEP: 61635-090







Resumo

Uma formulagao de flambagem de placas é empregada no desenvolvimento de um modelo que
considera a influéncia dos reforcos de borda na determinacao da carga de flambagem. A placa
estd sujeita aos carregamentos usuais de membrana. A solugdo emprega o método de Ritz
tendo como base fungoes de aproximacao de natureza hierdrquica obtidas dos polinémios
de Legendre. Qualquer condicao de contorno clédssica pode ser simulada por meio de uma
selecao adequada das funcoes de base. Valida-se o procedimento proposto por meio de
resultados de modelos de elementos finitos. Uma ferramenta de andlise batizada ALSy
(Analysis of Laminated Shells and Plates) ¢ desenvolvida para auxilio na determinagao da

carga de flambagem para fins de projeto.



Abstract

A formulation for buckling of rectangular plates is presented, where the plate edges can be
elastically restrained against rotation by stiffeners. The plate is subjected to usual in-plane
loading. The solution is obtained by a Ritz procedure applying hierarchical displacement
functions derived from Legendre polynomials. Any classical boundary conditions can be
taken into account by a judicious selection of the basis functions. The accuracy of the
solution is compared with finite element results. A computer program called ALSy (Analysis
of Laminated Shells and Plates) is developed on the basis of the presented formulation to be

used in design routines.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho é fruto do estdgio realizado no Laboratério de Modelagem Estrutural (LME)
da Divisao de Engenharia Civil (IEI) do Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA), desen-
volvido no contexto do projeto Métodos e Critérios de Anélise e Cédlculo Estrutural Usando
Novas Tecnologias patrocinado pela Empresa Brasileira de Aerondutica S.A. (EMBRAER).

Aborda-se aqui a etapa de projeto referente ao desenvolvimento de métodos e ferramentas

para a andlise de flambagem de painéis planos.

1.1 Motivacao

Recentemente, estudos de mercado visando identificar novas tecnologias para manutencao
da competitividade global de aeronaves apontam a reducgao de peso, do ciclo de fabricacao,
e do custo de manutencao como requisitos para o projeto estrutural.

Nesse contexto, a EMBRAER tem priorizado o desenvolvimento, a curto e médio pra-
zos, da soldagem por fricgao (FSW — Friction Stir Welding) e da colagem estrutural como
processos ancoras. Ambas resultam em componentes monoliticos em oposi¢ao aos compo-
nentes convencionais ligados discretamente.

A manutencao da competitividade por meio dessas novas tecnologias demanda estudos
diversos, entre os quais se destaca o de elaboracao e sistematizacao de procedimentos de
andlise e projeto estrutural. A partir da conclusao desses estudos é que serd possivel decidir,
de maneira segura, sobre a incorporacao dos novos processos fabris pela empresa. Um estudo

importante a ser levado em conta no dimensionamento e na certificacao de uma aeronave
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¢é o da estabilidade do equilibrio de seus painéis. Sabe-se que uma determinacao criteriosa
da carga critica de flambagem (flambagem é o nome que se dd ao fenomeno da perda da
estabilidade do equilibrio), bem como da resisténcia pés-critica do painel reforgado, sao
pontos cruciais na busca de sua otimizagao.

Usualmente, todos os elementos constituintes de um painel refor¢ado sao conectados em
pontos discretos por meio de rebites ou prendedores Hi-Lite®. Para economia de processo e
de material, esse procedimento tende a ser substituido por tecnologias nas quais a natureza
das ligacGes seja monolitica. Além de parecer econdmica, a monoliticidade das ligacoes
possibilita que a andlise da estabilidade do equilibrio do painel reforcado seja mais bem
avaliada numericamente, por estar menos sujeita a pardmetros oriundos de ensaio. Proce-
dimentos empiricos corriqueiros, como as verificacoes de flambagem entre rebites se tornam
desnecessarios.

E de senso comum, atualmente, que o método dos elementos finitos é a ferramenta
de andlise estrutural por exceléncia, devido a sua capacidade de simular numericamente
dominios complexos, sob condig¢oes de contorno e de carregamento também complexos, sem
recorrer necessariamente a modelos tedricos simplificados. No que diz respeito a andlise de
painéis reforcados, é praxe empregar o método dos elementos finitos na determinacao da
carga critica de flambagem, bem como na andlise do regime pds-critico. Se o painel é de
natureza retangular, é de se esperar que o custo total de confeccao do modelo e de proces-
samento computacional faca o método dos elementos finitos uma ferramenta cara face aos
métodos analiticos dedicados. Estes iltimos ainda tém a vantagem de mostrar mais clara-
mente a sensibilidade do painel reforcado aos pardmetros de andlise. Entretanto, as solucoes
classicas analiticas encontradas na literatura sao restritas a configuragoes, condi¢oes de con-
torno e carregamentos muito particulares. Além disso, nao é raro os resultados analiticos
estarem apresentados apenas graficamente, dificultando seu uso no projeto.

Nesse contexto, percebe-se a necessidade de solugoes numéricas dedicadas, acompanhada
de curvas de projeto e validadas por ensaios computacionais de elementos finitos e experi-
mentais, que tornem a andlise de flambagem de painéis reforgcados uma tarefa menos onerosa.
E de interesse primordial que a solugio dedicada seja implementada na forma de uma ferra-
menta de projeto capaz de auxilid-lo, principalmente nas suas fases conceitual e preliminar,

impactando positivamente nos custos do ciclo de vida-itil do produto.
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1.2 Revisao Bibliografica

Painéis reforcados sao os componentes bdsicos de diversas estruturas: pontes, plataformas
ocednicas, navios e aeronaves. Sao componentes esbeltos, naturalmente sujeitos, portanto,
a perda da estabilidade do equilibrio quando solicitados compressivamente. Devido & sua
importancia estrutural, a andlise da estabilidade ¢ um item relevante no projeto.

Nas aeronaves convencionais, o painel é uma fina casca de aluminio que, na asa, se apoia
nas longarinas e nervuras e, na fuselagem, se apoia nas cavernas, revestindo-as. A adicao de
reforcadores longitudinais aumenta a sua capacidade portante. O reforcador é geralmente
um perfil de aluminio, cuja secao transversal é aberta, composto por elementos de placa
ditos enrijecidos (sem borda livre) ou nao-enrijecidos (com borda livre). Da uniao estrutural

do painel e de seus reforcadores é que nasce o painel refor¢ado.

revestimento

pre nervura

g
\ longarina \
caverna
/ \ refor¢ador

revestimento reforcador

(@) (b)

Figura 1.1 Secao tipica: (a) fuselagem; (b) asa.

A Figura 1.1 mostra uma segao tipica da fuselagem e da asa de uma aeronave. Os compo-
nentes estruturais da fuselagem sao: cavernas, revestimento e reforcadores. Os componentes
estruturais da asa sao: longarinas, nervuras, revestimento e reforcadores. Observe que cada
uma dessas estruturas (fuselagem e asa) se constitui de uma série de painéis reforgados conec-
tados entre si. Para fins de andlise, é geralmente suficiente considerar a secao da fuselagem

entre duas cavernas adjacentes e o painel reforcado da asa entre duas longarinas e duas
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nervuras adjacentes. A vantagem de se enrijecer um painel é de natureza econdmica porque
torna a estrutura mais leve (o peso adicionado pelos reforgos é relativamente pequeno face
ao acréscimo de resisténcia e de estabilidade por eles proporcionado). Entretanto, a adi¢ao
do reforco torna a andlise estrutural uma tarefa nao-trivial e, para viabilizéd-la, o projetista
lanca mao de diversas hipéteses simplificadoras. E comum o uso de férmulas ou curvas sim-
plificadas para o projeto dessas estruturas (Brush e Almroth, 1975; Reddy, 2004; Szilard,
2004).

Vidrias pesquisas ja foram desenvolvidas acerca do comportamento estrutural de painéis
refor¢ados, mesmo assim a busca por uma clara compreensao do assunto ainda persiste tal
sua complexidade e nimero de varidveis envolvidas (Bedair, 1998). No que diz respeito a
andlise de painéis reforcados, as principais discussoes giram em torno do célculo da carga na
qual se manifesta a perda da estabilidade do equilibrio (carga critica) e de como se desenrola
o seu colapso (carga ultima).

A perda da estabilidade do equilibrio de um painel reforcado pode ocorrer de maneira
global ou local, dependendo de sua geometria e do mimero de reforcadores. Na flambagem
global, o revestimento e os reforgadores lambam como uma tnica entidade conforme, mostra
a Figura 1.2a. Na flambagem local, o deslocamento transversal do revestimento ao longo dos
reforcadores é nulo formando uma linha nodal, flambando o reforcador ou o revestimento
entre eles. Por simplicidade, costuma-se subdividir a flambagem local da seguinte maneira

(Bedair, 1998; Hughes et al., 2004; Paik e Lee, 2005):

e flambagem local do revestimento, em que o revestimento ao fletir rotaciona consigo o

refor¢ador (Figura 1.2b);

e flambagem local do reforcador: (a) um ou mais elementos do reforgador flambam iso-
ladamente; (b) flambagem lateral com torgao do refor¢ador (em inglés, lateral torsional
buckling ou, simplesmente, tripping), em que o refor¢ador torce como um todo e, ao

fletir lateralmente, rotaciona consigo o revestimento (Figura 1.2c).

E importante frisar que a flambagem global ou local pode ocorrer em diferentes modos,
cujas cargas de flambagem podem diferir consideravelmente ou mesmo coincidirem, depen-
dendo da geometria do painel. Se o painel reforcado é livre de imperfeigoes, em termos de
geometria ou de carregamento, a proximidade das cargas de flambagem é in6cua. No en-

tanto, num painel real, a presenca de imperfeicoes dispara interagoes nao lineares dos modos
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(c)

Figura 1.2 Modos de flambagem: (a) global; (b) local do revestimento; (c) lateral com

tor¢ao do reforgador.
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com cargas proximas, podendo tornd-lo severamente sensivel a imperfei¢oes (Thompson e
Hunt, 1973; Bazant e Cedolin, 2003).

No estudo especifico da flambagem global, um procedimento tido como conveniente para
a determinagao da carga critica é tratar o painel reforcado como uma estrutura nao re-
forcada equivalente de material homogéneo e ortotrépico, apés a “diluicao da rigidez” dos
refor¢adores no revestimento (Brush e Almroth, 1975; Reddy, 1999; 2004; Yves, 2009). O
procedimento é mais eficiente quando os reforcadores sao idénticos, equidistantes e suficien-
temente proximos (para assegurar que a flambagem seja global). Sua principal desvantagem
é desconsiderar a natureza discreta dos reforcadores. Os procedimentos que buscam tratar os
refor¢adores como entes discretos diferem entre si na maneira como os idealizam: composto
por elementos de placa, viga, incorporado ao revestimento. Um reforcador com bulbo, por
exemplo, pode ter a alma idealizada como placa e o bulbo como viga.

No estudo especifico da flambagem local do revestimento, devido & presenca das linhas
nodais ao longo dos reforcadores, um procedimento intuitivo para a determinacao da carga
critica é extrair um trecho do revestimento entre dois reforcadores adjacentes. Trata-se o tre-
cho como um painel nao reforcado no qual o reforcador é um mero apoio a oferecer condicoes
de contorno que variam desde um apoio simples até um engaste (Paik e Thayamballi, 2000;
Bisagni e Vescovini, 2009; Camelo, 2009).

Dentre todos os componentes do painel reforcado, é de facil compreensao por que o reves-
timento é aquele que melhor tem a resisténcia pés-critica a ser explorada, se imaginarmos
que se apoia nos demais componentes. Apds a flambagem, parte do acréscimo de carga é
transferido do revestimento aos reforgadores, cavernas (fuselagem) ou nervuras (asa), até
o colapso da estrutura que, tipicamente, se dd por plastificacao local ou pela flambagem
lateral com torcao do reforgador (Galambos, 1998; Buermann et al., 2006). Daif a industria
aerondutica, naval, civil, etc. empregar painéis reforcados cujo modo critico de flambagem é
o local do revestimento (Fujikubo e Yao, 1999; Buermann et al., 2006; Bisagni e Vescovini,
2009). Projetos desse tipo exploram ao méximo a capacidade de carga do painel reforgado,
tornando possivel a minimizacao de seu peso.

Pode-se agrupar os diversos trabalhos encontrados na literatura sobre flambagem de
painéis reforcados como sendo de cunho analitico, numérico ou experimental. Embora pro-

cedimentos de calculo e dbacos, oriundos de formulagoes analiticas, tenham sido a base do
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projeto aerondutico desde sua origem, hoje em dia sao as ferramentas de base numérica que
predominam (a busca de novas formulagdes analiticas para projeto é considerada por muitos
como sendo démodé).

E indiscutivel a superioridade do método dos elementos finitos para a anslise de estru-
turas de geometria complexa, com condig¢oes de contorno e carregamentos também com-
plexos. Na industria, é praxe seu emprego na determinacao da carga critica de flambagem
de painéis reforcados, bem como na anédlise do regime pés-critico. Entretanto, a confeccao e
o processamento do modelo sao computacionalmente caros (Nath e Sandeep, 2000; Byklum
e Amdahl, 2002). Além disso, a anélise de flambagem deve ser conduzida com certa cautela.
A obtencao usual da carga critica de flambagem por meio de um problema de autovalor
(problema linearizado no deslocamento) restringe-se a certas condigoes de geometria e de
carregamento. Por sua vez, a andlise nao linear, pds-critica ou nao, deve ser conduzida por
usudrios tecnicamente bem qualificados, visto que saber preprocessar nao significa saber in-
terpretar corretamente o comportamento da estrutura nas proximidades de pontos criticos
(Arbocz, 1991).

Levando-se em conta a natureza retangular de um nimero considerdvel de painéis de
uma aeronave, € de se esperar que o custo total de confeccao do modelo e de processamento
computacional faga o método dos elementos finitos uma ferramenta cara face aos métodos
analiticos dedicados. A solugao desses tltimos é um compromisso entre simplicidade e pre-
cisao, e tem a vantagem de mostrar mais claramente a sensibilidade do painel reforcado aos

parametros de andlise.

1.3 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sao:

e apresentar uma formulacao de flambagem de placas retangulares com um campo de

deslocamento dado pela teoria de Kirchhoff;
e considerar a influéncia dos reforcos de borda na determinacao da carga de flambagem:;

e implementar fungoes de natureza hierarquica como bases de Ritz, tirando proveito de

tal procedimento na imposicao das condigoes de contorno geométrica;
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e adaptar a formulagao para carregamentos fixos;
e desenvolver uma ferramenta para auxilio do projeto nas diversas fases;

e verificar a eficiéncia da formulacao por meio de modelos de elementos finitos.

1.4 Contribuicoes

Citam-se as seguintes contribuicoes deste trabalho ao estudo de flambagem de placas com

bordas reforcadas:

e a apresentacao de uma formulagao de flambagem para placas retangulares que leva em

conta a rigidez de torcao dos reforcos de borda;

e a confeccao de uma ferramenta de andlise que agiliza a avaliagao precisa da carga de

flambagem.



Capitulo 2

Problema de Flambagem

A placa retangular homogénea da Figura 2.1, de comprimento a e largura b, estd sujeita
aos carregamentos de membrana p,, p, € py,. A superficie média da placa estd contida no
plano zy do sistema de coordenadas Cartesianas ortogonais xyz. De acordo com a teoria de

Kirchhoff, a flambagem da placa é descrita por (Whitney, 1987; Reddy, 2004)

Dllw,xzzz + 2 <D12 + 2D66> w,x:pyy + D22w,yyyy + 4D16w,zzxy + 4D26w,zyyy

FP2W g + 2P0y W gy + DyW gy = 0 (2.1)

onde w ¢ o deslocamento na diregao z, as quantidades D;; sao rigidezes de flexao, uma virgula
seguida por x (ou y) indica diferenciacdo em relagdo a = (ou y).

A flambagem de uma placa laminada composta por camadas dispostas de maneira simé-
trica, sob o ponto de vista do material e geométrico, em relacao a superficie média é também
descrita por (2.1) em que os coeficientes D;; sao agora dependentes do material, da espessura
da camada e do esquema de laminacao.

A solugdo de (2.1) deve satisfazer os valores prescritos de

w ou V, w, ou M, em z=0,a

w ou V, w, ou M, em y=0,b

onde V,, V, sao os cortantes efetivos, e M,, M, sao os momentos fletores. Apenas um
tnico elemento de cada um dos seguintes pares (w,V,), (w,V,), (w4, M), (w,, M,) deve
ser especificado. Além disso, deve-se também especificar o deslocamento w ou o momento

torcor M,, nos cantos da placa. Uma condi¢ao de contorno ¢ dita geométrica quando se

17
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Figura 2.1 Placa retangular sujeita aos carregamentos de membrana p,, py € Pgy-

especifica w, w, ou w,, a condi¢ao de contorno é dita mecéanica quando se especificam V,,
Vy, My, My ou M,,.

Estuda-se aqui a influéncia dos reforcos de borda na carga de flambagem. O reforcadores
longitudinais (stringers) e transversais (frames) sdo modelados como barras de torgao de

acordo com a Figura 2.2 e exercem momento nas bordas da placa com a flambagem:

M, (2,0) = 0% 40y (7,0) — QOW gpay (£,0) My (2,b) = —0°w 40y (2, 0) + ©OW prgy (2, )

My (0,y) = H?fw,zyy 0,y) — ‘P(J)fw,xyyyy 0,y) My (a,y) = _H?W,myy (a,y) + ¢;w,zyyyy (a,y).
(2.2)

As quantidades 6°, 82 dos stringers e 69, 0 dos frames representam rigidezes de torgao

uniforme:
0 _ 070 b _ b b 0 _ 0 70 a _ v qa
=GO =Gt =G0 0% =G
onde GY, G, G, G% sao médulos de cisalhamento e J?, J?, J?, J§ sao constantes de torcao.

As quantidades ¢?, b dos stringers e go‘])c, ¢% dos frames representam rigidezes de torgao

nao-uniforme:
L I

onde EY, E?, EY, E$ sao médulos de Young e I'), I'2, T'%, T'¢ sdo constantes de empenamento.
Os carregamentos p,, p, tem componentes uniformes p,o, p,o0 € componentes lineares p,1, py1

de acordo com a Figura 2.3.
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refor¢ador
transversal
reforcador

longitudinal

Figura 2.2 Reforgos de borda.

A equagao (2.1) sujeita as condigoes de contorno (2.2) pode ser estabelecida a partir da
condicao

SWi + 6W, = 0 (2.3)

onde

b a
(SVVZ = — / / [(an,m+2D16w,zy+D12w7yy) 5w7m + (Duwm+2D26w,zy+D22w7yy) 5w,yy
0 Jo

+ 2 (wam+2D66w7zy+D26w,yy) 5w,zy] dl‘dy (24)

b ra
6We - / / [pl’wwéw,x + Py (’w7y5w,x + w7x5w7y) + pyw7y5w7y] dxdy
0 J0

+/Oa [M; (z,0) 6w, (2,0) — M, (z,b) dw,, (v,b)] dz

" / My (0,1) 6,0 (0.) — My (a,) 6w, (a,y)] dy. (2.5)

2.1 Solucao de Ritz

Faz-se conveniente expressar (2.4) e (2.5) de maneira adimensional. Para tanto, adotam-se

as coordenadas £ = (2x — a) /a e n = (2y — b) /b, obtendo-se
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e
2 2 4 4
W, = —W W, = —w Wy = —W Wy = —W
» L a 75 Y b i g a2 755 »TY ab 7&77
4 8 8 32 32
Wyy = ﬁwmn Wazy = %w&n Wy = Wwénn W pzzzy = %w&&n W wyyyy = %wénnnn

que resulta

L ofly b2 2%
SW, = — N —Dnwee + —Digw ey + Diowy | dw e

b a
+ 2 <5D16w7§§ + 2D66w7§n + ZD%’(UJW) 5’LU7§77

2a a?
+ (Dlgw,gg + ?Dgﬁw,gn + EDQme) (5w,7777:| dg d?] (26)

1
8
w5 [ef (1 a0 )|y + 05 (w b )lc_,] dn

b 32
a /1a263 [Sof (W enmmnOw.e)le__y + ¢f (W enmmmdtw.e)le_ 1] dn. (2.7)

Empregando-se o método de Ritz, busca-se uma solucao aproximada do problema de

flambagem na forma

=D wyXi(€)Y; () (2.8)

=1 j=1
X,y X,y X,y
— + 7
px’py pr’pyO pxl’pyl

Figura 2.3 Carregamentos p,, py.
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cujos coeficientes w;; sdo determinados de (2.3). A aproximagdo (2.8) deve satisfazer as

condicoes de contorno geométricas.

Escrevendo

=1

= Z {wi}TXi {Y}= Z {Y}TXZ' {wi},

a substituigao de (2.9) em 6W; (2.6) fornece

(2.9)

W= - / = K D (YYD (VX4 D () X) {wi} {6wn) "X {Y)

b i ! / a 1! ! !
+2 (—D16 (VYT X" +2Dgs {Y'} X! + ng6 {v }TXZ-) {w;} {ow, Y X1 {v"}

2
<D12 {Y} X!+

= Das v Tx e L " D22 {v"} X) {w;} {ow,}" X, {Y”}}

:_Z/{éwk}T;l { {Y}( Dy {Y) X”+2bD16{Y} X+ Do {Y"} X)

2% 9
XY <ED16 VY XY 4 4D YV X!+ 22

; Do {Y”}TXZ)

+ X, {Y"} (D12 (V' X! + 2—b“D26 x4+ L 0 D Y X, )} {w:}

= —ZZ{‘M} wlgs {wit

=1 k=1

onde
Z/o:ZZ/ [ 0 acay
i=1 k=17 "1/ -1
€
[Rw]kz‘ ;lb <b Dy [AQQOO} + sz [AOOQQ]M + 4Dgg [Allll}/ﬂ‘ + Dip ([AQOOQ}M
2a 1012 0121 20 2101 1210

3D ([, + A7), ) + 2D ([a),, + (22 )

Ccom

dP X}, d1X; d{Y}d{Y
[qurs]ki:/l dgpk dgq 5/ { } { } d77~

+ [AOQQO} kz)

(2.10)
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Por sua vez, a substituicao de (2.9) nas parcelas de 6W, (2.7) fornece

Z/ |:(pr + P217) S VY X! {w;} {ow} X, {Y}
oy (Y X {0} {00 XYY+ (VY X i} () "X (Y7}

+ (pyo+pin) T (YN X {wit {Ou} X, Y7}
:Ej/k&%f[@m+myn9Xﬁ¥}ﬂ??ﬂ+mw(x;ﬂﬂ{yqﬁ&+xmyq{yfxo

+ (Pyo+pné) 7 Xk {YHY'Y X | {wi) (2.11)

8 0 NT ~-n T ,

Z /5 '_1 abzes Y X {wi} {ow} X {Y'}
8 b T ~1n T ’
+ Z/ 2‘95 {Y'} X {w; } {ow,}” Xp {Y"}

+ ) / Tbes)” (Y} X {wi} {ow} X[ (Y}

+ ) / . %9? (V"X {w} {owe} X (Y}

X (Y YV + [
-1

€11

02X {Y'} {Y’}TX£’>

BV [
-1 n

1

09X, {Y} {Y”}TX{>] {w;} (2.12)

> /5 ' 2—22903 {YYX {wi} {own} X Y}
+ 2 / ;12)2 Y'Y X {wi} {Sw} X (Y
=3[ S X S XY

nil-1

X ] e oy ) )

el (]
5 (/]

A YHYYxr s [

ISEb1

w%ﬁwnwfxﬂ

-1

A HYyx [
n

PiX Y} {Y”/’}TX{)] {wi} (2.13)

1
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onde

Agrupando-se as relacoes (2.11), (2.12) (2.13) (2.7), resulta

oW, = Z Z {5wk}T([Rp]ki + [Reoly,; — [Rw]ki) {wi}

1=1 k=1

onde

ki

b b a a - -
[Rp]kz = pzoa [AHOO] ki+pxla [AHOO] ki_‘_pxy([Alﬂﬂl} ]ﬂ‘+ [AOHO} kz) _‘_pyog [A()Oll} ki_‘_pylg [A()Oll}

Rlis = o (10, + 0£10,(V]k) + oz (6 105(~1)], + 05 041
[RAM = % (908 [‘I’s(—l)]m‘ + ‘Pg [(I)S(l)]kz‘) + 312)3 (SOf [(I)f( 1)]m + ‘P?f [q)f(l)]ki)
), — [ xpxe [ vy
[Aoon}m = /_1XkXi§d§/_l {Y'} {Y/}Tdn

0.(1)],; = / XL @Y @Y [65(E)], = X1©) Xi(9) / Ay

()], = / XA HY @Y (9@, = X X(©) / Y an

No equilibrio 0W; 4+ 0W, = 0, isto é

m m

Z Z {5wk}T([_Rw]ki + [Ryy; + [Roly; — [Ryly,;) {wi} = 0.

i=1 k=1

Considerando que as componentes de {dwy} sdo arbitrérias e independentes, entao

(_ (Rl + [Ryply; + [Raly; — [Ryly,) {wi} = {0},

de onde se obtém o sistema linear homogéneo

([Ru] = [Ro] + [Ry] — [Ry]) {w} = {0}
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2 2
(R, = % (%Dll [Amoo} i %DQQ [Aoozz} + 4D [A””} + Dy ([Amoz} i [Aozzo])
2a

+ ?D26 ([A1012:| + [A0121:|) + %bDlﬁ ([A2101] + [A1210]))

[Re] = = (62[04(=1)] + 02(8.(1))) + — (05 [6(~1)] + 65 [0, (1)

[RvJ] = % (902 [(I)S(_l)] + ‘102 [@8(1)]) + % (90?” [(I)f(_l)] + 90?” [(I)f(l)])

b b~ _
[Rp] _ szE[AHOO] ¥ P [AHOO] +pzy([A1001}+[A0110}) +pyo%[A00H} +py1%[AOOH}

a

{w}y =1 |wi] |ws] ... |ww] "

7S P
A= |
(A (A
O]y - O, 0@y - [Ou@)]
©:(n)] = ©;(1)] =
O]y - O] G RN CA())
@@y - [0, L [2©), - (2],
[@4(7)] = : : [®/(8)] = : :
I C)) IR N (7)) . | (24,0 - [21(O)],m
[Au00] . [Au0] [Awu] . [Au]
[Al00] — : : [A%1] = :
(AN (AT [APR] L [A]
Tomando
[Re] = [Ru] — [Re] + [R,] (2.14)

resulta o problema de autovalor

([Re] = A[Ry]) {w} = {0} (2.15)
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cujo autopar (A, {w}) é que define a carga e o modo de flambagem da placa com bordas sob
reforgo. O fator A é o parametro de carga utilizado na andlise, cujo valor é proporcional ao

valor dos carregamentos p.o, Pa1, Day, Pyo, Py1 conhecidos a priori.

2.2 Implementacao

As fungoes de interpolagao X; (§) e Y; (n) em (2.8) tém a mesma lei de formagao e sao obtidas
de um conjunto de fungdes polinomiais {F;}."; empregado por Bardell (1991). As primeiras

quatro funcoes do conjunto

Fi©) =5-26+36  F@)=g-gt-16+8
1 3 1 1 1 1 1
@) =5+736-78  F@)=—g-g6+38+3¢ (2.16)

sao as fungoes ciibicas de Hermite, e as demais

(i—-1)/2

I Y @1

n=
sao funcoes de natureza hierdrquica obtidas por integracao sucessiva das funcoes de Legendre

(Bardell, 1991; Petyt, 2010). Aqui
iM=i(i—2)...(20ul)  Oll=(-1)Il=1,

a quantidade (i — 1)/2, que limita superiormente o somatdério de (2.17), consiste numa parte

inteira. As quatro primeiras fungoes hierdrquicas sao

F5(§>:é—i§2+%§4 Fﬁ(g):ég_ig@r%é
Frl€) =~ b e - o 4 € R (§) = b el — ot b

A imposicao das condigoes de contorno é controlada pelas quatro primeiras fungoes do con-
junto (2.16), enquanto as demais fungoes (2.17) sdo as responsiveis pelo refinamento da
solu¢ao no dominio.

Tomando

PO} {F ()
4 ]‘/_1 & e

- [T ",

dg§
1 dn” dn?
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reescreve-se [AP??], . em (2.10) na forma
(AP, = AL [B”]

onde A7? é o elemento da linha k e da coluna ¢ da matriz [AP9].

A matriz [AP?] é de ordem m, e a matriz [B"®] é de ordem n. Logo,
AT [BT] o A, (BT
[APrs] = : :
A [B™] o AR (BT

¢ de ordem m x n. Calculam-se, primeiramente, as matrizes bases [AP9 | e BP9 | obtidas

max

de uma discretizagao com m = n = 104 termos. Dada a natureza hierdrquica do conjunto
de fungoes, tem-se [APY] C [APL | e [BPY] C [BP4_ ] para todo (m,n) < 104.

Seja
A@) =P O} @) A= [ ey e
B@ =@ E@T (8= [ )

em que as quantidades & e 77 assumem apenas os valores —1 e 1. A implementacio da torcao

(uniforme e nao-uniforme) e da flexdo implica nas seguintes relagoes

[0 (] = AR [B ()] (@ ()]}, = AR (B ()] [AY] = Ay [B]
07 (O] =4©)u[B"] (2], =4, [B"]  [A™], =4 [B"].
Sao matrizes quadradas de ordem n. Apds o espalhamento dessas matrizes é que se forma

as quantidades [Ryl, [Ry], [Rpz1] € [Rpy1] que, por sua vez, sdo matrizes quadradas de ordem

m x n. Dada a natureza hierdrquica das funcoes de interpolacao e de sua continuidade C*,

tem-se

{F'(-1)}=10 Fj(-1) 000 --- 0 |7 {F'()Y=10 0 0 F,(1) 0 --- 0 B
onde F}(—1) é a derivada da segunda componente do conjunto de fungoes em £ = —1 ou

n = —1,e F;(1) é a derivada da quarta componente do conjunto de func¢oes em & = 1 ou

17 = 1. Obtém-se assim as matrizes esparsas

[A(=1)] = [d2m] [AM)] = [0am] [B(=1)] = [62n] (B (1)] = [0an]
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, . c . ~ 4 2
onde [3,,] € uma matriz de ordem m cujo tnico termo nao nulo é o termo [do,, ]9, = F5 (—1)7,

, . . L. ~ 4 2
e [04,] € uma matriz de ordem m cujo tnico termo nao nulo é o termo [04,],, = F1 (1)

Logo,
[@s <_1)]ki = [AOQ} ki [5271] [@s (1)]k2 = [AOQ]M [5411]
[ (—1)]y, = [A™],; [020] [, ()] = [A™],; [0an]
©f (=1)]; = dari [B”] O (1)],,; = dars [B”]
[@f (=1)]y; = 02 [B™] (@5 (D] = dari [B”]

onde 6o; = F} (—1)2 se k =i = 2, caso contrario dox; = 05 dup; = F) (1)2 se k =1 =4, caso

contrério du; = 0. Para o conjunto de fungdes {F;} em (2.16) e (2.17), tem-se
!/ !/ 1
F(-1)=F1)= 9

Condigoes de Contorno

Expandindo o problema de autovalor (2.15), tem-se

Bl - (Rl {wi}
: : : = {0}

(Bl (Bl {wm}

onde

[R]kl = [Rc]kz - )\[Rg]]ﬂ

Sabendo que
w(-ln)=0 = S XED ) =0 = {w) =)
W(Lm=0 = PP XD mI=0 = {w)={0)

wln)=0 = S X0} =0 > {w)={0}

W (1n) =0 = i_ﬁé{Y}sz<1>{wi}=o = {ws} = {0}
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e que
w(E-1)=0 = ;{Y(—l)}TXi {w}=0 = wy=0

W (€, ~1)=0 = i{Y(—l)}TX{{wi}:O = wg=0
w(€1)=0 = i{Y(l)}TXi{wi}:O ~ wig =0

W(E1) =0 = jzl{Y(l)}TX{{wi}:O = wy =0,

tem-se que a imposicao de cada condicao de contorno geométrica pode ser feita apds a
montagem do problema de autovalor (2.15), retirando-se das matrizes [R.] e [R,] em (2.14)
as linhas e colunas correspondentes a restricao. Tal procedimento é de grande valia pois

simplifica e agiliza a montagem do problema.

Carregamento Fixo

Implementa-se, também, o problema de flambagem sob carregamento fixo. Nesse caso, a
parcela referente a carga fixa agrega-se a parcela constitutiva do problema de autovalor.
Para exemplificar o procedimento, considere fixo p,o = pr0. A matriz [R,] se escreve
agora na forma
b b~ a a- -
R,] = ﬁxog [Allﬂo] +px15 [AHOO} +pxy([A1001] X [AOHOD +29yog [Aoou} +py16 [Aoou} .
Se o valor p,o deve ser mantido constante no problema de autovalor (2.15) entdo as rigidezes

[R.] e [R,] em (2.14), devem ser reescritas como

[Rc] — [Rc] _ﬁros [AHOO} [RP] <_ [Rp] - ﬁzﬂg [AHOO} '

Procede-se de maneira semelhante para cada carregamento fixo.



Capitulo 3

Ferramenta de Analise

Implementa-se a formulagao de flambagem local do revestimento desenvolvida no capitulo
anterior sob a forma de uma ferramenta de andlise batizada ALSp (Analysis of Laminated
Shells and Plates). A ferramenta de anédlise apresentada agiliza a avaliacao precisa da carga
de flambagem de placas para fins de projeto, tornando obsoleto o emprego de diagramas
de curvas de flambagem e superando em velocidade e simplicidade o uso de programas de
elementos finitos.

A linguagem de programacao utilizada é o Python 2.7.5, escolhida por priorizar legi-
bilidade de cédigo e por ter sintaxe semelhante a da plataforma Matlab. Por motivo de
simplicidade e de concisao é que os principais dados de entrada sao agrupados da seguinte

maneira: Contorno, Material, Carregamento e Andlise.

Contorno

As bordas da placa podem ser livre, simplesmente apoiada ou engastada. Quando a
borda é simplemente apoiada, pode-se também levar em conta a rigidez a torgao proveniente
do elemento de reforco da borda. Considerar a rigidez de torcao dos reforcadores torna a

andlise mais precisa e proxima da realidade.

Material

A placa é considerada homogénea (isotrdpica, ortotrépica, anisotrépica) ou simetrica-
mente laminada (ldminas ortotrépicas). Pelo fato de ter sido o problema estabelecido pelo
principio dos deslocamentos virtuais (2.3), a formulacdo é restrita a materiais com baixa

anisotropia.

29
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Carregamento
A placa pode estar sujeita a carregamentos axiais, de cisalhamento e de flexao com linha

neutra central. Pode-se combinar e fixar valores de carregamentos para andlise.

Andlise

Resolve-se o problema de autovalor (2.15) por meio de fungbes de natureza hierdrquica de
continuidade C*. A base de fungoes de Ritz deriva-se dos polinomios de Legendre conforme
divulgado por Bardell (1991). As matrizes de rigidezes sdo obtidas por meio de integracao
analftica empregando-se o programa de matemaética simbdélica Maple sob precisao numérica
de 100 (cem) casas decimais e sdo armazenadas todas elas com 16 (dezesseis) casas decimais
em arquivos especificos em formato texto. Tal armazenamento tornam réapidas a montagem

e a resolucao do problema de autovalor.

3.1 Descricao

Na tela inicial do ALS,

informam-se, primeiramente, os seguintes parametros (DATA):

DATA Significado

a comprimento da placa ao longo do eixo x
b comprimento da placa ao longo do eixo y

h espessura da placa.
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Ao se pressionar o botao Contorno na tela inicial, abre-se a janela

na qual o usudrio define as condicoes de contorno da placa:

DATA Significado

F borda livre
S borda simplesmente apoiada
C borda engastada.

Cada borda é identificada de acordo com sua posi¢ao no sistema cartesiano global zy da

placa. Se a borda é simplemente apoiada e caso se queira levar em conta a rigidez a torcao

proveniente do elemento de reforco, o usudrio deve pressionar o botao Reforgadores

Contorno

=

v o=

=

-a/2

a2

Yy

b2

Reforgadores

W F g5 meE WV x = -arz
$F OS5 ec == a2
8F ®3 Oc r

-

“F i~ s . e

e habilitar o preenchimento dos seguintes campos na borda reforgada (simplesmente apoiada):

DATA Significado

E
v
Ci
Cl

moédulo de Young do reforcador
coeficiente de Poisson do reforcador
constante de tor¢ao uniforme da secao transversal do reforgador

constante de empenamento da secao transversal do reforcador.

Considera-se que o material do reforcador é homogéneo e isotrépico. O campo C,, deve

permanecer nulo ou vazio quando nao hd interesse em se incluir a parcela de rigidez de
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torcao nao uniforme no cédlculo da carga de flambagem. O botao Reforgadores é inativo
para bordas livres ou engastadas.
Observe que as condicoes de contorno sao identificadas de maneira interativa por meio

da atualizacao grafica da placa da janela inicial.

Ao se pressionar o botao Material da tela inicial, uma nova janela é aberta para definicao

do material da placa. Se o material é isotrépico, pressiona-se entao o botao Isotrépico

e fornecem-se as quantidades:

DATA Significado

E moédulo de Young da placa

v coeficiente de Poisson da placa.

No caso geral, escolhe-se o botao Equivalente

Material

Isotropico |

Equiwvalente
Laminado |
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que habilita informar os elementos D;; da rigidez de flexao [D] da placa:

DATA Significado

Dy elemento (1,1) da matriz de flexao [D

1
Do elemento (2,2) da matriz de flexao |D
3,3

2

) [D]
) [D]
) da matriz de flexao [D]
,3) da matriz de flexao [D]
3) [D]
2) D]

Degg elemento

da matriz de flexdo [D

(
(
Dag elemento (
D elemento (

(

L,
1

D1o elemento da matriz de flexao |D|.

9

O campo h da janela inicial torna-se inativo para se evitar inconsisténcia de entrada.
Quando o material da placa é laminado e o usudrio nao tem posse da rigidez de flexao

equivalente [D], opta-se pelo botdo Laminado para a defini¢ao das propriedades do material

ortotrépico de cada lamina.

Material

Isotrapico + ‘ =

Equiwvalente

Lami nado Lamina El E2 a1z wlz 8 h

Os botoes de auxilio da janela sdo responsaveis pela adigdo (+) de uma nova lamina em
branco, repeticao (+ =) da dltima lamina, exclusdo (—) da tltima lamina, adi¢ao das demais
laminas de modo a tornar o laminado simétrico com um nimero impar de ldminas, adi¢ao
das demais ldminas de modo a tornar o laminado simétrico com um nimero par de laminas.
Apés a definicao do nimero de camadas, o campo h da janela inicial assume a espessura
total do laminado. As constantes do material, orientagao e espessura das laminas devem ser

fornecidas nos seguintes campos:

DATA Significado

Ey modulo de Young no eixo principal

Ey modulo de Young no eixo principal xs

G2 modulo de cisalhamento no plano zix9

V12 coeficiente de Poisson no plano zx-

0 angulo em graus entre o eixo global z e eixo principal x1,

medido no sentido anti-horario a partir de x

h espessura da lamina.
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Os eixos principais do material x1xox3 sao definidos conforme a figura.

Z=1x,

Ao se pressionar o botao Carregamento, abre-se a janela

na qual o usudrio fornece o carregamento linear p,o + p,1 que atua na borda xr = +a/2, o
carregamento linear p,o + p,1 que atua na borda y = £b/2, o carregamento de cisalhamento
uniforme p,,. As quantidades p,o € p,o sdo as componentes uniformes (veja Figura 2.3),
enquanto as quantidades p,1 e p,; s@o as componentes de flexao (veja Figura 2.3). Se o
valor do carregamento nao é informado pelo usudrio, o programa emprega valores padrao.
Quando a carga é nao nula e de natureza fixa, o usudrio deve habilitar Fixar. Observe a

identificacao interativa por meio da atualizacao grafica da janela inicial.
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Ao se pressionar o botao Andlise, abre-se a janela

Anilise

Himero m de Fungdes de Aproximagio
Refinamento f+ EmE—tlniey BmE— S s HmE =)

Cartdo

Executar

na qual se permite:

e escolher o nimero m = 20,30, 40 de elementos em {F;} empregados na solugao acio-
nando-se o botao Refinamento, o que possibilita refinar a solucao. O valor padrao é

m = 20.

e inserir todos os dados de andlise por meio de um tnico arquivo texto acionando-se o

botao Cartdo, o que possibilita analisar multiplas configuragoes em série;

e analisar o(s) problema(s) de flambagem acionando-se o botao Executar.

Por fim, surge a janela de saida da ferramenta de andlise ALS, que consta de uma barra
de progresso para acompanhar a resolucao do problema e de um botao Salvar para guardar

o arquivo de saida em formato texto.

ALSp DEx
%% Analise de flambagem do painel 1 =
%%

%% Geometria:

% a = 1.0000e+00 b = 1.0000e+00 a/kh = 1.0000e+00

%% Material:

%% D11 = 1.8315e+01 D12 = 5.4945e4+00 D22 = 1.8315e+01

%% D66 = 6.4103e+00 D15 = 0.0000=+00 D26 = 0.0000=+00

4% Carregamento:

%% pxD = 1.0000e+00 py0 = 0.0000=+00 pxy = 1.00002+00 pxl = 0.0000e+00 pyl = 1.0000s+00
%% Contorno : ZECF

%% Reforgador longitudinal (stringer]:

%% Ct(y=0) = 0.00002+00 Ct(y=b) = 0.0000e+00 Cw(y=0) = 0.0000=+00 Cw(y=b) = 0.0000e+00
t4 Gr(y=0j = 0.0000=+00 Griy=h) = 0.0000e+00 Er(y=0j = 0.0000=+00 Eri{y=h) = 0.0000e+00
%% Reforgador transversal (freme) :

%% Ct(x=0) = 0.0000e+00 Ct{x=a) = 0.0000e+00 Cw(x=0) = 0.0000e+00 Cw{x=a) = 0.0000e+00
%% Gr(x=0) = 0.0000e+00 Gr (x=a) = 0.0000e+00 Er (x=0j = 0.0000=+00 Er (x=a) = 0.0000e+00
% Apruxlmat;éu : Bardell

E53

%% m/utoValor pxl py0 pxy px1 byl
%%

zo Z2.76630612e+02 0.00000000&+00 2.76630612e+02 0.00000000e+00 2.76630612e+02

2.766306122+02 (VAR) (ViR) (VAR} (VAR) (VAR)

%% ~
Plsalvar (CCLTTTTTTY
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3.2 Exemplo Ilustrativo

Toma-se como exemplo a placa

S ]
O
- —

w
ARl

sujeita a um carregamento de compressao uniaxial de 1 N/mm, simplesmente apoiada e com
refor¢cadores ao longo das bordas descarregadas.

Os dados da geometria e do material da placa sao

a = 840 mm b = 700 mm h =1 mm

E = 72400 N/mm? v =0,33.
Para o reforcador, tem-se

w, = 19,05 mm wp, = 19,05 mm we = 5,00 mm
te = 1,27 mm ty = 1,27 mm t. = 3,00 mm

E = 71020 N/mm? v =0,33.
Empregando-se o pré-processador FEMAP (versao 8.2.1), obtém-se as constantes

C, = 52,77 mm* C,, = 12829, 72 mm®.
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Primeiramente, inserem-se os dados do revestimento.

Logo apds, inserem-se os dados do contorno.

Contorno

® = -a/z i~ F ¥ 5 § S
o = i F v = i
¥ = -hbs2 f SRS BoE S

¥ = htz i F v = T

Reforcadores

Em seguida, passa-se para a definicao das propriedades do reforcador.

Contorno EH’EWE
E W ct i
% = -as? s o s W x = -afz 71020 0.33 5277 12829.72
e oB SE 05 we W% = afz 71020 0.33 52.77 1262972
™ v =-bs

-b#2 i F i+ 5 -

e
I

[T w= by
ye bk ®E 95 ®E Y

rReforgadores

Neste modelo, considera-se a parcela de tor¢ao nao uniforme do reforcador. As propriedades

isotrépicas do material da placa sao inseridas conforme janela.
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O carregamento ¢ axial e unitério p,0 = 1 N/mm (valor padrao), sendo aplicado somente

sobre as bordas y = +b/2.

Por fim, a placa da janela inicial toma a seguinte forma.

O refinamento padrao m = 20 serd empregado, e se executa a andlise. O resultado final é

exibido na janela abaixo.

5%
£Es
e
%%
5%
£Es
e
%%
5%
£Es
e
%%
5%
£Es
e
%%
5%
£Es
e

2%

2%

ALSp
indlise de flambagem do painel 1

Geometria:

a = 8.4000e+02 b = 7.0000e+02
Material:

D11 = 6.7707=+03 D1z = 2.2343=+03
DEE = 2.26Eze+03 D16 = 0.0000e+00
Carregamento:

px0 = 0.0000=+00 py0 = 1.0000=+00
Contorne T 5955

Reforgador longitudinal (stringer):

a/b = 1.2000e+00

Dzz = 6.7707e+03
Dz& = 0.0000e+00

pxy = 0.0000e+00

pxl = 0,0000e+00

pyl = 0.0000e+00

Ct{y=0) = 0.0000e+00 Ctiy=h) = 0.0000e+00 Culy=0) = 0.0000e+00 Culy=h) = 0.0000e+00

Gr (y=0) = 0.0000e+00 Griy=hb} = 0.0000e+00 Er(y=0) = 0.0000=+00 Er{y=h) = 0.0000=+00
Reforgador transversal (frame):

Ctix=0) = 5.2770e+01 Cti(x=a) = 5.2770e+01 Cw(x=0) = 1.2830e+04 Cw(x=a) = 1.2530e+04
Gr(x=0) = 2.6699e+04 Grix=al = 2.6699e+04 Er(x=0) = 7.1020e+03 Er(x=a) = 7.1020e+04
Aproximagiio : Bardell

m/ kutoValor ox0 »y0 DXY pxl vl

20 0.00000000+00 4.32961694=-01 0.00000000e+00 0.00000000e+00 0.00000000=+00

4.32861654e-01

(VAR)

(VAR) (VLR]

(VAR)

HMsatvar

A quantidade em destaque vermelho refere-se ao autovalor obtido. Por sua vez, o termo

em destaque verde indica que o carregamento p,o nao é fixado (FIXO) e sim uma varidvel

(VAR) do problema de autovalor.



Capitulo 4
Aplicacoes Numeéricas

A validacao do procedimentos desenvolvidos para a determinagao da carga de flambagem de
painéis planos é realizada por meio de ensaios numéricos de modelos de elementos finitos.
Para uma série de 225 (duzentas e vinte e cinco) placas, comparam-se os resultados obti-
dos pela solugdo do problema de autovalor linear (2.15) com os resultados de modelos de
elementos finitos.

Analisa-se a placa retangular

b Yi
/% x %
< a >

sujeita aos carregamentos p,o (compressdo uniaxial), p,o + pyo (compressao biaxial), p.,
(cisalhamento), p,;1 (flexdo), p,1 (flexdo).

Os dados da geometria e do material da placa sao:

a = 1000 mm h =10 mm
E = 210000 N/mm? v=0,3.
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Nos ensaios, considera-se as razoes a/b = 1,0; 1,5; 2,0; 2,5e 3,0. Para o reforgador, tem-se

w, = 19,05 mm wy = 19,05 mm w, = 5,00 mm
te = 1,27 mm ty = 1,27 mm t. = 3,00 mm

E = 210000 N/mm? v=0,3.
Empregando-se o pré-processador FEMAP (versao 10.3.1), obtém-se as constantes
Cy = 52,75 mm* C,, = 12831, 45 mm®.

Com relagao a anélise por elementos finitos, executa-se a solugao SOL 105 (Linear Buck-
ling) do pacote comercial de elementos finitos NASTRAN. O painel é modelado por elementos
de placa do tipo CQUADA4. Na discretizagao, utilizam-se 64 (sessenta e quatro) elementos na
direcao de x e 64 elementos na direcao de y. Os reforcadores sao modelados por elementos
de barra do tipo CBEAM, cuja drea bruta A; — 0 para se levar em conta no modelo apenas
a rigidez a torgao do reforgador. Com relagao a andlise pela ferramenta ALSy, adota-se uma
discretizagdo com refinamento m = 20, isto é, emprega-se o total de 20 (vinte) fungdes de
aproximagao nas diregoes = e y da placa (conjunto {F;} com 20 elementos).

Nos ensaios numéricos, avaliam-se as seguintes condigoes de contorno cldssicas: SSSS
(bordas simplesmente apoiadas), SSSF (bordas simplesmente apoiadas em =z = +a/2 e em
y = —0b/2, livre em y = b/2), SSCF (bordas simplesmente apoiadas em = = +a/2, engastada
em y = —b/2, livre em y = b/2), SSCC (bordas simplesmente apoiadas em = = +a/2,
engastadas em y = £b/2), CCCC (bordas engastadas). Estuda-se, também, a influéncia dos
stringers (reforgadores das bordas y = £b/2) e frames (reforgadores das bordas x = +a/2)
na carga de flambagem de placas SSSS. Os resultados obtidos sao sintetizados em tabelas e

graficos para fins de clareza.

4.1 Bordas classicas

O parametro de comparacao utilizado é o coeficiente de flambagem k:

_ pa® D— En?
72D C12(1—12)

onde p é o carregamento associado.
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Nas tabelas a seguir, apresentam-se os coeficientes de flambagem k.o, k20440, Kzy, ko1 €
k,1 obtidos pelo ALS, para os carregamentos Do, Pzo + Pyos Pzy> Pz1 € Py1- As quantidades
entre parénteses referem-se a diferenca percentual relativa entre o coeficiente de flambagem
oriundo do ALS, e ao coeficiente de flambagem de referéncia obtido pelo NASTRAN. Nas

figuras a seguir, comparam-se diretamente as cargas de flambagem obtidas.

Placa SSSS
Coeficiente de flambagem para placas SSSS.
a/b kxO kX0+y0 kxy kxl kyl
1,0 4,000 (0,01%) 2,000 (0,01%) 9,325 (-0,06%) 25,528 (0,01%) 25,528 (0,01%)
1,5 9,766 (0,03%) 3,250 (0,01%) 15,907 (-0,07%) 54,252 (0,02%) 23,882 (-0,02%)
2,0 16,000 (0,06%) 5,000 (0,01%) 26,184 (-0,08%) 95,527 (0,08%) 25,528 (-0,01%)
2,5 25,840 (0,08%) 7,250 (0,01%) 37,706 (-0,07%) 149,871 (0,14%) 29,099 (0,00%)
3,0 36,000 (0,12%) 10,000 (0,00%) 52,561 (-0,07%) 217,006 (0,19%) 33,817 (0,00%)

O ALSp X NASTRAN

1E+5
X
4
i 1E+4 X
2]
=
£ fﬁ
2]
= X
<
et X
2
2]
3 1E+3 &g
4
®
1E+2
1E+2 1E+3 1E+4 1E+5

Carga de flambagem

Valores da carga de flambagem para as placas SSSS analisadas.
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Placa SSSF
Coeficiente de flambagem para placas SSSF.
a/b kxO kx0+y0 kxy kxl kyl
1,0 1,402 (0,00%) 1,055 (0,01%) 4,769 (-0,01%) 2,631 (0,02%) 12,770 (0,06%)
1,5 1,930 (0,02%) 1,128 (0,02%) 5,401 (0,01%) 3,780 (0,03%) 12,989 (0,06%)
2,0 2,673 (0,04%) 1,190 (0,04%) 6,533 (0,03%) 5,304 (0,05%) 12,783 (0,04%)
2,5 3,629 (0,05%) 1,238 (0,05%) 8,058 (0,04%) 7,235 (0,06%) 11,916 (0,03%)
3,0 4,798 (0,07%) 1,273 (0,07%) 9,934 (0,04%) 9,584 (0,08%) 10,982 (0,04%)

1E+4

Carga de flambagem

1E+2
1E+2

1E+3

O ALSp X NASTRAN

f’

1E+3

Carga de flambagem

1E+4

Valores da carga de flambagem para as placas SSSF analisadas.
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Placa SSCF
Coeficiente de flambagem para placas SSCF.
a/b kxO kx0+y0 kxy kxl kyl
1,0 1,653 (0,02%) 1,144 (0,03%) 4,966 (0,00%) 2,791 (0,03%) 12,837 (0,06%)
1,5 2,905 (0,05%) 1,420 (0,05%) 6,458 (0,02%) 4,868 (0,05%) 13,090 (0,06%)
2,0 5,344 (0,07%) 1,835 (0,06%) 9,148 (0,03%) 8,865 (0,07%) 13,454 (0,06%)
2,5 8,658 (0,06%) 2,382 (0,07%) 13,031 (0,02%) 14,587 (0,07%) 14,122 (0,06%)
3,0 11,621 (0,09%) 3,060 (0,07%) 17,979 (0,01%) 19,473 (0,11%) 15,154 (0,06%)

1E+4

Carga de flambagem

1E+2
1E+2

O ALSp X NASTRAN

1E+3

1E+3

Carga de flambagem

1E+4

Valores da carga de flambagem para as placas SSCF analisadas.
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Placa SSCC
Coeficiente de flambagem para placas SSCC.
a/b kxO kx0+y0 kxy kxl kyl
1,0 7,691 (0,05%) 3,830 (0,00%) 12,565 (-0,07%) 39,672 (0,08%) 31,997 (-0,02%)
1,5 16,011 (0,09%) 8,477 (-0,02%) 24,259 (-0,09%) 89,262 (0,14%) 38,899 (-0,03%)
2,0 27,886 (0,13%) 15,299 (-0,04%) 40,027 (-0,09%) 158,687 (0,20%) 50,148 (-0,03%)
2,5 43,743 (0,16%) 23,492 (0,02%) 60,262 (-0,10%) 247,949 (0,27%) 64,483 (-0,03%)
3,0 63,497 (0,18%) 33,908 (0,01%) 85,334 (-0,11%) 357,047 (0,34%) 81,427 (-0,03%)

1E+5

Carga de flambagem
=
m
+
IS

=
m
+

w

1E+2

1E+2

O ALSp X NASTRAN

1E+3

1E+4

Carga de flambagem

1E+5

Valores da carga de flambagem para as placas SSCC analisadas.
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Placa CCCC
Coeficiente de flambagem para placas CCCC.
a/b kxO kx0+y0 kxy kxl kyl
1,0 10,074 (0,01%) 5,304 (0,00%) 14,642 (-0,07%) 47,754 (0,06%) 47,754 (0,06%)
1,5 18,789 (0,03%) 9,273 (-0,01%) 25,781 (-0,10%) 97,341 (0,10%) 56,663 (0,03%)
2,0 31,468 (0,06%) 15,694 (-0,03%) 40,992 (-0,10%) 166,582 (0,16%) 65,872 (0,02%)
2,5 47,332 (0,12%) 24,332 (-0,03%) 61,621 (-0,11%) 255,554 (0,22%) 79,417 (0,03%)
3,0 66,234 (0,16%) 34,745 (0,03%) 85,809 (-0,11%) 364,310 (0,28%) 96,231 (0,03%)

1E+5

Carga de flambagem

1E+2

N
m
o

'S

[EN

m

+

w
L

O ALSp X NASTRAN

1E+2

1E+3

1E+4

Carga de flambagem

1E+5

Valores da carga de flambagem para as placas CCCC analisadas.
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4.2 Bordas sob reforco

Por tltimo, analisam-se placas com bordas SSSS sujeitas a reforcos. Para a geometria da
sec@o transversal adotada, verifica-se a influéncia da rigidez de tor¢do (uniforme e nao-
uniforme) dos reforgadores sobre a carga de flambagem do painel. Nas tabelas a seguir,
apresentam-se os coeficientes de flambagem k.9, k20440, kzy, kz1 € ky1 obtidos pelo ALS,
para os carregamentos pro, Pzo + Dy, Py, Pz1 € Py1- As quantidades entre parénteses referem-
se & diferenca percentual relativa entre o coeficiente de flambagem oriundo do ALS, e ao

coeficiente de flambagem de referéncia obtido pelo NASTRAN.

Coeficiente de flambagem para placas com stringers (tor¢ao uniforme).

a/b kx() kx0+y0 kxy kxl kyl

1,0 4,000 (0,00%) 2,000 (0,00%) 9,325 (-0,07%) 25,532 (0,00%) 25,531 (0,00%)
1,5 9,767 (0,01%) 3,250 (0,00%) 15,909 (-0,08%) 54,261 (0,01%) 23,885 (-0,04%)
2,0 16,004 (0,03%) 5,001 (-0,01%) 26,187 (-0,09%) 95,551 (0,06%) 25,533 (-0,03%)
2,5 25,847 (0,05%) 7,251 (-0,01%) 37,712 (-0,09%) 149,919 (0,11%) 29,105 (-0,03%)
3,0 36,012 (0,09%) 10,001 (-0,01%) 52,571 (-0,09%) 217,085 (0,15%) 33,825 (-0,02%)

Coeficiente de flambagem para placas com stringers (tor¢ao nao-uniforme).

a/b kxl) kx0+v0 kxv kxl kvl

1,0 4,000 (0,00%) 2,000 (0,00%) 9,325 (-0,07%) 25,532 (0,00%) 25,531 (0,00%)
L5 9,767 (0,01%) 3,250 (0,00%) 15,909 (-0,08%) 54,262 (0,01%) 23,885 (-0,04%)
2,0 16,004 (0,03%) 5,001 (-0,01%) 26,187 (-0,09%) 95,553 (0,06%) 25,533 (-0,03%)
2,5 25,848 (0,05%) 7,251 (-0,01%) 37,713 (-0,09%) 149,924 (0,11%) 29,105 (-0,03%)
3,0 36,013 (0,09%) 10,001 (-0,01%) 52,572 (-0,09%) 217,093 (0,16%) 33,825 (-0,02%)

Coeficiente de flambagem para placas com stringers e frames (torgao uniforme).

a/b kx() kx0+y0 kxy kxl kyl

1,0 4,001 (-0,01%) 2,000 (-0,01%) 9,326 (-0,08%) 25,534 (-0,01%) 25,534 (-0,01%)
1,5 9,768 (0,00%) 3,251 (-0,01%) 15,910 (-0,09%) 54,267 (0,00%) 23,888 (-0,05%)
2,0 16,005 (0,02%) 5,001 (-0,01%) 26,188 (-0,09%) 95,561 (0,05%) 25,536 (-0,04%)
2,5 25,850 (0,04%) 7,251 (-0,01%) 37,714 (-0,09%) 149,934 (0,10%) 29,109 (-0,04%)
3,0 36,016 (0,08%) 10,002 (-0,01%) 52,572 (-0,09%) 217,106 (0,14%) 33,830 (-0,04%)

Coeficiente de flambagem para placas com stringers e frames (tor¢do nao-uniforme).

a/b kxl) kx0+v0 kxv kxl kvl

1,0 4,001 (-0,01%) 2,000 (-0,01%) 9,326 (-0,08%) 25,534 (-0,01%) 25,534 (-0,01%)
L5 9,768 (0,00%) 3,251 (-0,01%) 15,910 (-0,08%) 54,267 (0,00%) 23,888 (-0,05%)
2,0 16,005 (0,02%) 5,001 (-0,01%) 26,188 (-0,09%) 95,563 (0,05%) 25,537 (-0,04%)
2,5 25,850 (0,04%) 7,251 (-0,01%) 37,714 (-0,09%) 149,940 (0,10%) 29,109 (-0,04%)
3,0 36,017 (0,08%) 10,002 (-0,01%) 52,573 (-0,09%) 217,117 (0,15%) 33,830 (-0,03%)

Observe que, para a geometria do reforcador empregado, a presenca dos reforcos prati-

camente nao altera a carga de flambagem para uma placa SSSS.
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Conclusoes e Comentarios Finais

Uma formulacao de flambagem de placas com um campo de deslocamento dado pela teoria
de Kirchhoff ¢ empregada no desenvolvimento de um modelo que considera a influéncia
dos reforcos de borda na determinacao da carga de flambagem. A placa estd sujeita aos
carregamentos usuais de membrana. A solu¢ao do modelo é obtida empregando-se o método
de Ritz tendo como base fung¢oes de aproximagao de natureza hierdrquica, nos moldes do que é
apresentado por Bardell (1991). Tira-se proveito de tal procedimento simulando-se qualquer
condicao de contorno cldssica por meio de uma selecao adequada das fungoes de base. Uma
expressao geral para a matriz constitutiva [R.| e geométrica [Ry| é obtida. Carregamentos
fixos em relacao ao problema de autovalor sao corretamente incluidos na formulagao.

Uma ferramenta de andlise batizada ALSjp (Analysis of Laminated Shells and Plates)
é desenvolvida para auxilio na determinacao da carga de flambagem de placas para fins de
projeto. Tal ferramenta torna obsoleto o emprego de dbacos de flambagem e supera em
velocidade e simplicidade o uso de programas de elementos finitos.

Os exemplos apresentados evidenciam as caracteristicas essenciais do método de Ritz com
fungoes de natureza hierdrquica: um balancgo entre simplicidade e precisao na determinacao
da carga de flambagem linear de placas.

O presente trabalho pode ser tomado como base para o estudo da instabilidade de: (i)
placas com anisotropia mais severas, considerando uma formulacao mista no que diz respeito
a rigidez de flexao; (ii) painéis cilindricos sob bordas reforgadas. E interessante observar que

pode-se facilmente adaptar o modelo desenvolvido para andlise de vibragao livre de placas.
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