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1. Definigado

Seja € um experimento com espago amostral S. Sejam X =
X(w) e Y = Y(w) duas fungoes cada uma associando um nimero
real a cada resultado w €S.

Seja entdo (X,Y) uma Varidvel Aleatéria Bidimensional.
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1. Definigdo (cont.)

Sejam X; = X;(w), X5 = X,(w),........ X, = X,(w), forem n
funcdes cada uma associando um nimero real a cada
resultado w €S, entdo :

é uma variavel aleatoria n-dimensional.
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2. Varidvel Aleatéria Discreta Bidimensional

Def. 1: Uma v.a. bidimensional (X,Y) sera discreta se os
valores possiveis de (X,Y) forem finitos ou infinito
numeradveis. Estes valores podem ser representados
por (x,y;) parai=12,.n;j=123..m.

Def. 2: A cada resultado possivel (x;y.) sera associado
um ndmero  p(x;y;) = P[X=x;, Y=y,] denominado
funcdo de pr'obablildade COHJUHTG de (X,Y) e satisfaz:

a) p(x;y;)) 20V (x,y)

b) 2> p(X.,yJ) 1

Denomina-se Distribuicdo de Probabilidade de (X,Y) ao
conjunto [x;, y;, p(x.y;)]
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2. Varidvel Aleatéria Discreta Bidimensional

Exemplo: Seja uma familia com tres criangas, entdo:
S ={(MM M),  MHH), (MHM)......... (HH,H)}

Define-se:
X = ndmero de meninos

{1 se o primeire fitho for menine

0 se o primeire fitho for menina

Entdo:
R, ={01273}e R, = {0, 1}

Calcular a distribui¢do de Probabilidades Conjunta.
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2. Varidvel Aleatéria Discreta Bidimensional
Exemplo (cont.):

p(00)=P[X=0Y =0]=P{(MM M)} =1/8

p(1,0) =P[X =1Y = 0] =P{(M H M)} + P{(MM H)} = 2/8

p(0,1) = P[X = 0,Y = 1] =P{¢} = O

N 0 1 2 8 q(y)

0 1/8 218 1/8
1 0 118 218 1/8
p(X) 1
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3. Varidvel Aleatéria Continua Bidimensional

Exemplo: Seja uma v.a. bidimensional (X,Y) com. F.d.p.
conjunta:

F(x,y)=

x%% para 0<x<1, 0<y<2

0 outro caso

a) Verificar que f(x,y) é uma fungdo de densidade de
probabilidade conjunta

b) Verificar que P(X > 3)=5/6

c) Verificar que P(Y < X) =7/24

d) Verificar que P(Y<3/X < 3) =5/32

e) Verificar P(X+Y >1)=65/72
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3. Varidvel Aleatéria Continua Bidimensional

Def. 1: Uma v.a. bidimensional (X,Y) serd continua se
(X.Y) puder tomar todos ao valores em algum conjunto
ndo numeravel do Plano Euclidiano.

Def. 2: Seja a fungdo de densidade de probabilidade
conjunta f(x,y) que cumpre as seguintes condigdes:
a) f(x,y) 20 V (x,y)

b) J J f(xy) dxdy = 1
c)PlasX<b,ceY<d)=JJ f(x,y) dx dy
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal

Para cada v.a. bidimensional (X,Y) associaremos duas v.a.
unidimensionais chamadas Distribui¢goes Marginais de X
e Y respectivamente.

Caso Discreto

A fungdo p definida para x; , X, ,...... representa a
Distribuigdo Marginal de X onde:

p(x)=P[X=x,Y=y,;ouX=x,Y=y,0u....]
p(x;) = P[X = x;] = X; p(x;.y;)

Analogamente:

q(y;) = PIY = y;1 = Zi p(xyy;)
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal
Exemplo do Caso Discreto:

No problema da familia com tres criangas tivemos:

0 1 2 3 q(y)

0 1/8 2/8 1/8 0 4/8

s 0 1/8 2/8 1/8 4/8
p(X) 1/8 3/8 3/8 1/9 1

Seja p(x) a distribui¢do marginal de X:

P[X=0]=P[X=0,Y=0]+P[X=0,Y=1] =1/8 = p(0)
P[X=1]= P[X=1,¥Y=0]+P[X=1,Y=1] =3/8=p(1)
P[X=2]= P[X=2,Y=0]+P[X=2,Y=1]=3/8 = p(2)
P[X=3]= P[X=3,Y=0]+P[X=3,Y=1]=1/8 =p(3)
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal

Exemplo do Caso Discreto:

De forma andloga calcula-se a distribui¢do marginal da

v.a. Y.

Assim temos as duas v.a. unidimensionais:

X 0 1 2 3
p(x) 1/8 3/8 3/8 1/8
y 0 1
q(y) 4/8 4/8
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal
Caso Continuo

Seja a fungdo de densidade de probabilidade conjunta
f(x,y) da v.a. bidimensional (X,Y).

Definem-se g e h respectivamente as fungoes de
densidade de probabilidade marginal de X e de Y, assim:

900 = [T0xy)dy  hy)= | F(xy)dx
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal
Caso Continuo

Estas f.d.p. marginais correspondem as f.d.p. bdsicas de
v.a. unidimensionais, i.e.

Plcs X <d) =Ple< X <d, -0 <Y ]

=(f°f f(x,y) dy dx

~ T (x) dx
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4.Distribuicoes de Probabilidade Marginal
Exemplo do caso continuo

Usando a f.d.p. conjunta:, i.e.

2 XY \
—= 0 <l O<y<?2
f(X,y)z X + 3 para 4P ¢ : y

0 outro caso

Distribui¢gdo Marginal de X Distribui¢do Marginal de Y

2 1
g(x):jx2+ﬁdy h(y)=jx2+ﬁdx
0 3 0 8
#v £ el
= 2X +§x 3 6
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5. V.A. Bidimensionais Independentes

Caso Discreto

Seja p(x,y) a fungdo de probabilidade conjunta da v.a.
bidimensional (X,Y). Diremos que X e Y sdo v.a.
independentes, se e somente se:

p(xiy;) = p(x;) ply;) ¥ (x.y)
ou
P[X=x;, y:YJ'] = P[X=x;] P[y:YJ']
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5. V.A. Bidimensionais Independentes

Caso Continuo

Seja f(x,y) a fungdo de densidade de probabilidade
conjunta da v.a. bidimensional (X,Y). Diremos que X e Y
sdo v.a. independentes, se e somente se:

f(x,y)=g(x) h(y) V(xy)

Exemplo 1:
. : Calculando:
Seja f(x,y)= etx) g(x). h(y) = e>ev = ex)
| = f(x.y)
onde.- n e e Portanto X e Y sdo v.a.
g(x)=e> e h(y)=e indep.
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5. V.A. Bidimensionais Independentes

Caso Continuo
Exemplo 2:

Demonstre que as v.a. X e Y ndo sdo independentes para
a sequinte f.d.p. conjunta.

f(xy)=2 para O<x<1, O<y<1l x+y<1
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6. Covarianca

A covarianga Cov (X,Y) é uma medida de relagdo entre
duas variaveis.

Define-se a covariancga:
Cov(X,Y) = o,, = E[(X - E(X))(Y - E(Y))]
Cov(X.Y) = 5, = E[(X = 1)(Y = iy)]
Demonstrar a forma alternativa:
Cov(X,Y) = E(X Y) - E(X) E(Y)
Cov(X)Y) = E(XY) - py py
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6. Covarianca

Observagoes:

1. A varianga o5 é um caso especial da covarianga
quando X = Y, ou seja:

oy = Gux = E(X?) - py?

2. Se as varidveis X e Y sdo independentes, a cov (X,Y)
é nula. O reciproco ndo é verdadeiro.

3. Para duas v.a. quaisquer:
VX +Y)=V(X)+ V(YY) + 2 Cov(X)Y)
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7. Coeficiente de Correlagdo (p)

O coeficiente de correlagdo é um indicador de como
duas varidveis aleatérias estdo relacionadas, as quais
ndo estdo afetadas pela unidade de mensuramento, ou
seja ambas as v.a. estdo divididas pelos seus desvios.

Py = [COVXY))/ 040,

Pxy = Oxy / o, o
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7. Coeficiente de Correlagdo

Propriedades: (Demonstrar)

1. O coeficiente de correlagdo /p,,/ <1
2. Se as varidveis X e Y sdo independentes entdo p,, = 0

3. Se X e Y estdo ligados por uma relagdo linear, entdo:

pxy:""':l

Grau de Relacionamento:
Fraco se / ny/ <05

Forte se /p,,/ > 0,8
Moderado se 0,5 </p,,/ < 0,8
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6° Seérie de exercicios

Em anexo

(jé enviada por e-mail)
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