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Absolutamente sem consulta. A interpretacdo das questoes faz parte da prova.
Justifique cientificamente suas afirmagoes e comente, criticamente, todos os resultados obtidos.

Se for impossivel resolver a questao com os dados fornecidos, argumente e passe para a proxima.
Duragoes méximas: parte tedrica - 40 min; parte numérica 2 h

PARTE TEORICA

Para uma se¢do conhecida, foram calculados os esforgos resistentes para as seguintes dis-
tribuicoes de deformagdes:

1) (g0; k) = (=10;0)

2) (e0ik) = (2- 2,43 0)

Pede-se:

a) Quais foram os esforgos resistentes (N,., M,.) obtidos?

b) Sem fazer qualquer cdlculo ou iteragao, quais seriam as distribuigoes de deformagoes obtidas pelo processo
de verificagdo de Newton-Raphson para estes mesmissimos esforgos?

Considerando o processo da Coluna Modelo (“Pilar Padrao”), que supoe, entre outras coisas,

que

descreva como podem ser obtidas as seguintes curvas:
a) Trajetéria de equilibrio (ramos estédvel e instével): Ng x My.
b) Curva de sensibilidade a imperfei¢oes: e X Ng,.
¢) Curva de projeto do ELUi: N, x M,,.

Questao | 1 2
Valor 2,0 1,5
A nota mdxima da prova é 10,0.
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Esforgos resistentes da secao (nFNC)

N,,.://a(s)dxdy:Nc+Ns
M,.://a(s) ydrxdy = M, + M,

Equacao cinemdtica (segdo transversal no plano z — y)

e=c,+ky
g =¢c.—0p0,;

Esforgos resistentes do concreto (segio retangular b x h) [k # 0]

N, = b Al
R
b
]\4C = ? (AIl —&o AI())

AI’n = In (51&) - In (Eb) .

(et e ep sfo as deformagdes, em °/,,, da fibra superior [y = y;] e da fibra inferior [y = y,] da segéo,

respectivamente).
Matriz de rigidezes do concreto (k #0)

_ b o LRTNAN S
Rc = b K b K
? (AJl - AIO) E [AJQ -2 (AIl - EOAI())]

Ady, =J, (Et) —Jn (gb)
Jn (€)= (e —¢o)" - 0. (e)

Diagrama parabdlico-retangular do concreto

0 e<0
47

o.(e) = ngs(46) 0<e<?2
Ocd e>2

Ocd = 07 85 fck:/’)/c
Integrais do diagrama parabdlico-retangular

0 e<0
4(n+3)—¢c (n+2)
n+2 <e<?2
Lie)={ 7 T in+2)(nt+3) 0=e

(n + 2) (n + 3) En-i—l _ 2n+2
(n+1)(n+2)(n+3)

Férmula de recorréncia do método de Newton-Raphson

Ocd e>2

€0 — €0+ % [EI (Ny—N,) —ES (M, — MT)}
K K+ % [fﬁg (Ng— N,) + EA (Mg — MJ}

ON, OM, [ON.\? — —~ /=2
1= %2, Ton <(‘9/{) *EAEI*<ES>

/FyN/SWP3.5

(12)



Alguns resultados e comentérios

a) Nao foram feitas consideragdes sobre a se¢do transversal, de forma que uma solugdo genérica parece ser
mais adequada do que uma particularizada. Notar ainda que a aplicagao direta das expressoes (5)-(7) fornecidas
na folha de questao nao é possivel por conta de os exemplos solicitados serem, justamente, casos em que k = 0
(se¢@o uniformemente alongada e comprimida, respectivamente).

a.1) Todos os acos nacionais tém e,q < 10°/,, de forma que, considerando os casos préticos, a tensao para
todas as camadas é a de escoamento em tragdo e os esforgos resistentes obtidos sao

NT://O—(g)dl'dy:Nc‘i’Ns:OfASfyd:7Asfyd (16)
M, = //0(5) ydody = Mc+ M, =0 = fya Y Asiysi = —fya Y Asi Ysi- (a7)
i=1 =1

Se a secao tiver um arranjo duplamente simétrico, caracterizado por

Asi = Ag(ne—it1)
Ysi = —Ys(nc—i+1)»

é fécil perceber que Mg = 0.

a.2) A tensdo para todas as camadas é a de escoamento em compressao e, considerando que os agos nacionais
tém eyq > 1°/40, a distribuicao de deformacoes faz com que todos os pontos da secao trabalhem com a tensao
ocd- Os esforgos resistentes obtidos sao

NT://U(s)dxdy:NchNs:Acacd+Asfyd (18)

M, = //a(s) ydrxdy = M.+ M, = Ucd//ydAc+fdeAsiysi~ (19)

i=1

Como anteriormente, se a se¢ao tiver um arranjo duplamente simétrico é facil perceber que My = 0. Além disso,
se a origem do sistema de coordenadas que define a secao transversal for, como de costume, o seu CG, é facil
perceber que M, = 0. Se estas duas situagoes particulares ocorrerem simultaneamente tem-se M, = 0.

b) As iteragdes de N-R ocorrem até a convergéncia ou a ruptura, ruptura esta caracterizada pelo deter-
minante nulo da matriz das rigidezes. Considerando a estimativa inicial nula (¢,;k) = (0;0) e que os esforgos
desejados sao vidveis, por terem sido calculados no item anterior, é de se esperar que haja a convergéncia, a
menos de questoes de precisao numérica, mas nao necessariamente para a mesma distribuicao de deformagoes,
jé que as distribui¢es de deformagbes do item anterior tocam os patamares de “escoamento” dos diagramas
tensao-deformagao dos materiais componentes (regido “inutil”).

b.1) Pode-se utilizar as equagdes dos esforgos resistentes mas é possivel racionalizar que a distribuigéo serd
dada por (—eyq; 0) uma vez que s6 o aco resiste e que, a partir desta deformacao, nao hd acréscimos de esforgos
resistentes.

b.2) Analogamente, sabe-se que os esforgos resistentes do concreto, em compressao uniforme, sofrem altera-
¢Oes até o encurtamento de 2°/,,. Os esforgos resistentes da armadura, em compressao, sofrem acréscimos até a
deformacao €,q. H4 que se comparar, portanto, o escoamento do ago com a deformagao de 2°/,,. A distribuicao
de deformaces serd, portanto, (max {2;eyq};0).

22 Questao | A questdo era sobre o processo da Coluna Modelo (“Pilar Padrao”) e ndo genérica ou sobre o
processo das Diferencas Finitas. Todos os itens sao vidveis e foram comentados em sala de aula. O fato de usar

um processo simplificado traz uma aceleragdo do processo numérico dos itens (a) e (b).
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Consulta livre (menos a seres humanos, proximos ou distantes), utilizacao de softwares gerais liberada.
Utilizag¢do de programas e planilhas previamente confeccionados pelo préprio aluno liberada (entregar copia
eletronica ao final da prova). A interpretagio das questdes faz parte da prova.

Justifique cientificamente suas afirmagoes e comente, criticamente, todos os resultados obtidos. Sempre

explicite a distribuicao de deformacgoes (,,k) na documentagdo da solugdo.
Parte numérica: duragao mdaxima de 2 h

PARTE NUMERICA

Considere os seguintes dados:
e Coeficiente de ponderacao das agoes: v = 1,40.
Ago CA-25 (fyr = 250 MPa; v, = 1,15; E; = 210 GPa).
Concreto C25, diagrama parabdlico-retangular (for, = 25 MPa, 0.4 = 0,85 for /7. € 7. = 1,40).
Secao retangular com base b = 0,25 m e altura total h = 0,70 m.
Arranjo de armadura duplamente simétrico “usual” (nc = 3; ny = 3; § = 0, 05).
Peso especifico do ago v,., = 78,5 kN/m?.
Custo do concreto (por m?®): R$ 246,77. Custo da forma (por m?): R$ 13,75. Custo da armadura (por
kg): R$ 3,47.
e Se precisar transformar unidades de forga, utilize a equivaléncia 1 kgf = 10 N.

Para uma segdo armada com 8425 (armadura total de 8 barras com didAmetro de 25 mm),
obtenha as distribuigdes de deformagtes que equilibram os seguintes pares de esforgos (N, em MN e M), em
MN-m):

a) (Ng; M) = (—0,6098;0)

b) (Ng; M) = (1,2881; —0, 2243)

¢) (Ny; M) = (-0, 1200; 0, 1200)

Para a secdo armada com drea total de 25,13 cm?, calcule a rigidez miima a flexdo que a
se¢do apresenta para uma forga normal, de cdlculo, Ny = 1,8 MN?

Para a se¢ao submetida aos esforgos de célculo (Ng; My) = (2,92 MN; 0,19 MN - m), dimen-

sionar a drea total de armadura As,.

Considerando o processo da Coluna Modelo (“Pilar Padrao”) e o diagrama momento-normal-

curvatura apresentado a seguir, para um pilar submetido somente a cargas concentradas em sua extremidade
livre (normal e momento), pede-se:

a) Qual o maior comprimento L que o pilar pode ter quando My = 0,1301 MN-m?

b) Qual a flecha méxima do pilar para L =5 m e My = 0,09 MN-m?

Questao | 3 4 5 6
Valor 30] 15120120
A nota mdxima da prova é 10,0.
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Alguns resultados e comentérios

Obtendo-se numericamente o zero (da ordem de 1071°) da soma dos quadrados das diferengas

entre esforcos resistentes e aplicados
(Ng = N.)? + (Mg — M,.)?

com a variagdo dos parametros €, e k (partindo do zero e lembrando que podem ser negativos ou positivos)
obtem-se as seguintes distribuicoes de deformagao:

Item Eo k (m~1)
a) | -1,0352 0
b) | 0,7336 | -3,1281
o [-03578 | 2,1413

A minima rigidez a flexdo ET pode ser obtida com a maximizac¢do (ou minimizacdo) do
momento fletor resistente, considerando que a equagao de equilibrio de forgas deve ser satisfeita. Também
pode-se minimizar, diretamente, a prépria rigidez. Um terceiro encaminhamento é obter a referida rigidez no
ELU, que seria o ultimo ponto do diagrama momento-curvatura da se¢ao para o esfor¢go normal considerado.

Minimizando-se a rigidez com a variagdo dos parametros ¢, e k da distribuigdo de deformagdes (aqui
poderiam ser sempre positivos, dado a forga normal elevada) com a restricio da equagdo de momentos ser
satisfeita e o ELU também, obteve-se

(e0; k) = (1,1951;6,5855 m™")

resultando em uma rigidez El = 0,02630 MN-m?2. A titulo de curiosidade a rigidez na origem do diagrama
momento-curvatura, para a mesma forca normal, seria de 0,1122 MN-m?.

Aqui pode-se minimizar a drea total de armadura, mantendo-se as proporgoes e posicoes das
camadas indicadas nos dados numéricos, com as restrigoes de que a drea seja positiva, que as equagoes de forca
e de momento sejam satisfeitas e que o ELU nao seja ultrapassado. As varidveis a serem alteradas, negativas
ou positivas, sdo as que caracterizam a distribuigdo de deformacoes (e,; k), além da drea total de armadura A,
(esta, sim, maior ou igual a zero).

Note que, dependendo do programa de minimizagao utilizado, pode ser necessdrio um artificio de definir a
funcao objetivo como a soma das dreas das camadas que sao obtidas, por sua vez, por uma multiplicagao da
varidvel A, pelas porcentagens p;. Os valores assim obtidos foram

(e03 k) = (1,7672;4,6566 m™")

resultando em uma drea A, = 4404 mm? (que seria obtida com uma utilizacdo de bitola de mais de 26 mm).

A equagdo da reta de momentos solicitantes pode ser dada por

2 hk

2L
My = My +1,8033 (7) o0

a) Pode-se maximizar, numericamente, o comprimento total L do pilar variando-se os parametros que
definem a distribuicdo de deformagoes (e,; k), que podem assumir valores positivos ou negativos. As equagoes
de equilibrio de forgas e momentos sdo colocadas como restrigoes, assim como o ELU néao ser ultrapassado.
Procura-se um comprimento L naturalmente positivo. Os valores obtidos foram

(203 k) = (0,7884;2,9695 m™")
3



para um comprimento total de pilar L ~ 7,90 m. Para estes valores obtem-se uma flecha total de 7,52 cm e
um momento fletor total (primeira mais segunda ordens) de 0,2656 MN-m. Este equilibrio pode ser visualizado
com a tangéncia da reta de momentos externos & curva momento-curvatura da se¢ao, como pode ser apreciado
no grafico anterior.

b) Pode-se buscar o zero numérico das equagoes de equilibrio, como na 32 questéo, variando-se a distribuicao
de deformagdes e com as restrigoes de curvatura positiva e o ELU nao ser ultrapassado. Os valores obtidos foram

(e0; k) = (0,6451;0,9001 m™")

fornecendo uma flecha de 9,1 mm e um momento total de 0,1064 MN-m. Este equilibrio mostra a reta de
momentos externos interceptando uma tnica vez a curva momento-curvatura, como também pode ser apreciado
no grafico anterior.



