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Resumo

Um método para obtengao da carga de flambagem local do revestimento de cascas cilindri-
cas reforcadas sob tor¢ao uniforme é apresentado, no qual considera-se somente um trecho
do revestimento entre reforcadores adjacentes. O problema de flambagem ¢é formulado por
um procedimento linear simplificado e solucionado pelo método de Rayleigh-Ritz utilizando
séries de origem trigonométrica nas fungoes de aproximacao. No cédlculo da carga critica
considera-se que os reforcadores longitudinais fornecam rigidez a rotagao do revestimento e
que os reforgadores circunferenciais fornecam apenas apoios simples. Valida-se o procedi-

mento proposto por meio de resultados de modelos de elementos finitos.



Abstract

A formulation for local skin buckling of cylindrical shells is presented, where just a skin
portion between adjacent stiffeners is considered. The skin panel is subjected to torsion
load. A buckling problem is formulated by a simplified linearization approach. The axial
stiffener torsional rigidity is taken into account. The solution is obtained by a Rayleigh-Ritz
procedure applying trigonometric series as trial mode functions. The accuracy of the solution

is compared with finite element results.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Cascas cilindricas reforcadas sao amplamente utilizadas nas engenharias aerondutica (fuse-
lagens de aeronaves), civil (plataformas offshore, comportas de barragens, reservatoérios) e
naval (cascos de submarinos). Essas estruturas sdo compostas por um revestimento cilin-
drico dotado de reforcadores longitudinais e circunferenciais. Devido & esbeltez inerente, as
cascas cilindricas reforcadas estao sujeitas & flambagem.

A flambagem pode ocorrer de maneira global ou local, dependendo da geometria, do
nimero de reforgadores, do carregamento etc. Na flambagem global, o revestimento e os re-
forcadores lambam como uma inica entidade. Na flambagem local, o deslocamento transver-
sal do revestimento ao longo dos reforcadores é praticamente nulo, formando uma linha nodal
sobre os reforcadores, e flambando o reforcador ou o revestimento.

Admitindo que a flambagem local do revestimento ocorra antes da flambagem global e
da flambagem local dos reforcadores, pode-se supor que o reforcador exerca rigidez torcional
ao longo da linha nodal logo apds a flambagem local do revestimento. Dessa maneira, é
possivel estudar a estabilidade da casca cilindrica considerando apenas um painel (trecho do
revestimento) entre reforgadores longitudinais e circunferenciais adjacentes, estando o painel
restrito elasticamente ao longo das bordas reforgadas.

Dentre todos os componentes da casca cilindrica reforcada, o revestimento é aquele que
melhor tem resisténcia pés-flambagem a ser explorada primeiramente. E comum projetos

nos quais o revestimento flamba localmente. Apds a flambagem, parte do acréscimo de
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carga é transferida aos reforcadores, até o colapso da estrutura que, tipicamente, se dd por
plastificagao local ou pela flambagem do reforgador (BAZANT e CEDOLIN, 2003). Cascas
cilindricas projetadas para o regime pés-flambagem do revestimento exploram ao méximo a
capacidade de carga da estrutura, possibilitando a reducao do peso estrutural.

Nas etapas iniciais do projeto, nas quais sao realizadas iteracoes para otimizacao es-
trutural, o uso do método dos elementos finitos nao é conveniente devido ao alto custo
computacional (NATH e SANDEEP, 2000). Devido & complexidade do comportamento es-
trutural no regime pés-critico, usualmente utilizam-se métodos semi-empiricos para a andlise
de flambagem (BRUHN, 1973). Geralmente, a eficiéncia desses métodos depende da precisao
com a qual a carga de flambagem local do revestimento é aferida. Sua obtencao usual na
industria se d4d pela extracao de um painel entre dois reforcadores longitudinais e dois re-
forcadores circunferenciais adjacentes considerando-lhe simplesmente apoiado nas bordas.
Esse procedimento, entretanto, tende a subestimar excessivamente a carga critica uma vez
que a resisténcia a flambagem local do revestimento depende da rigidez a torcao propor-
cionada pelos reforcadores (FUJIKUBO e YAO, 1999; BISAGNI e VESCOVINI, 2009). Nesse
contexto, torna-se importante para o projeto o desenvolvimento de um procedimento para
a obtencao da carga de flambagem local de um painel do revestimento de cascas cilindricas
reforcadas que considere, no minimo, a rigidez & torcao dos reforcadores longitudinais da
estrutura real.

E possivel obter a carga de flambagem do painel cilindrico com boa preciséo por meio
de uma linearizagao no entorno do ponto de bifurcacao (problema de flambagem linear). A
perda de estabilidade da estrutura, no que diz respeito a trajetoria de equilibrio, ocorre em
uma bifurcacdo entre a trajetéria priméria (anterior & flambagem) e a trajetéria secundaria
(ap6s a flambagem). No entorno da bifurcagao, assume-se que com pequenos deslocamentos
a partir da trajetéria priméria atinja-se um estado de equilibrio adjacente. Aplicando-se
pequenos incrementos nos deslocamentos das equagoes nao lineares, obtém-se o problema
de autovalor linear em funcao dos incrementos. A carga de flambagem é dada pelo menor
autovalor desse problema (YAMAKI, 1982).

A complexidade da soluc¢ao do problema de flambagem linear estd diretamente relacionada
ao carregamento aplicado e as condigoes de contorno do problema. Os carregamentos fun-

damentais considerados na anédlise de flambagem local do revestimento de cascas cilindricas
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reforgadas sdo os carregamentos de compressao axial, de pressao lateral e de tor¢ao (YAMAKI,
1982). Conforme se desenvolvem ferramentas que possibilitam a redugao do custo computa-
cional, solugoes mais baratas, em relacao ao método dos elementos finitos, para o problema de
flambagem de cascas cilindricas sob diferentes carregamentos e apoios tornam-se acessiveis.
Nesse sentido, destacam-se os estudos a seguir. Em uma abordagem de engenharia, PEVZNER
et al. (2008) desenvolvem uma férmula analitica para a carga critica de painéis laminados
curvos sob compressao axial, na qual inclui-se a flexao e a torcao dos reforcadores. Uma
formulagao simples para a carga de flambagem local do revestimento de painéis cilindricos
sob compressao é proposta por MONTEIRO et al. (2011), empregando o método de Galerkin.
Em uma extensao desse trabalho, MONTEIRO et al. (2012) tratam de painéis sujeitos a com-
pressao axial e pressao lateral. Nesses trabalhos, considera-se apenas a influéncia da rigidez
de torcao dos reforcadores longitudinais no cdlculo da carga critica. Com uma abordagem
diferente, BUERMANN et al. (2006) apresenta um modelo semi-analitico para a andlise do
regime critico e pés-critico de painéis cilindricos sob os trés carregamentos fundamentais.
Em sua complexa formulacao, considera-se a rigidez torcional dos reforcadores longitudinais
e dos reforcadores circunferenciais.

O presente trabalho apresenta um método relativamente simples para a obtencao da carga
de flambagem local do revestimento de painéis cilindricos sob cisalhamento, considerando a
rigidez & torcao dos reforcadores longitudinais. O problema de flambagem ¢ formulado
por um procedimento linear simplificado e solucionado pelo método de Rayleigh-Ritz, uti-
lizando séries trigonométricas hierarquicas de continuidade C*. Na formulacdo, apenas os

reforgadores circunferenciais sao substituidos por apoios simples.

1.2 Objetivos

Os principais objetivos deste trabalho sao:

e determinar as equagoes do problema de flambagem para uma casca cilindrica reforcada
sob torcao por meio de um procedimento linear simplificado empregando a teoria de

cascas cilindricas achatadas de Donnell;

e incluir na formulacao a rigidez de torcao dos reforcadores longitudinais por meio das

condicoes de contorno;
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e obter a forma fraca do problema de flambagem linear simplificado;
e solucionar o problema de flambagem linear pelo método de Rayleigh-Ritz;

e validar a solucao obtida com resultados de modelos de elementos finitos.

1.3 Contribuicoes

Citam-se as seguintes contribuigoes deste trabalho ao estudo da flambagem local do revesti-

mento de cascas cilindricas reforcadas:

e 0 desenvolvimento de um procedimento simples para a obtencao da carga de flam-
bagem de cascas cilindricas sob tor¢ao, no qual considera-se somente um trecho do

revestimento entre reforgcadores;

e 0 uso de bases trigonométricas hierdrquicas de continuidade C! na solugao de Rayleigh-

Ritz.

1.4 Estrutura do Trabalho

O trabalho estd estruturado em cinco capitulos. O Capitulo 2 apresenta a teoria de cascas
cilindricas achatadas proposta por Donnell e o problema de flambagem linear simplificado.
No Capitulo 3 determina-se a forma fraca do problema e apresenta-se o procedimento de
solucao pelo método de Rayleigh-Ritz. No Capitulo 4, visando a validacao do procedimento
proposto, apresentam-se alguns ensaios numéricos pelo método dos elementos finitos. Por
fim, o Capitulo 5 traz conclusoes e comentérios finais sobre o trabalho e algumas sugestoes

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Formulacao do Problema

Seja a casca cilindrica reforcada da Figura 2.1, na qual se admite que:

e os reforcadores longitudinais e circunferenciais sao idénticos e igualmente espacados;

e a carga N,, (forga/unidade de comprimento) aplicada as bordas na diregao circunfe-

rencial é uniformente distribuida;

e a flambagem local do revestimento ocorre antes da flambagem global da estrutura e da

flambagem local dos reforcadores.

A carga de flambagem do revestimento é obtida por meio da anélise de um unico painel,
indicado na Figura 2.1 e referido ao sistema de coordenadas curvilineas ortogonais xyz (as
coordenadas x e y sdo medidas ao longo da superficie média do painel). O painel possui
comprimento a, largura b, espessura h e raio de curvatura R, e apresenta condigoes de
contorno que diferem daquelas idealizadas como simplesmente apoiadas devido a rigidez de
torgao dos reforgadores longitudinais ser também considerada (Figura 2.2).

Apresentam-se as equagoes nao-lineares da teoria de cascas cilindricas achatadas proposta
por Donnell (BRUSH e ALMORTH, 1975; YAMAKI, 1984). Este modelo tedrico é simplificado
neste trabalho em dois niveis: no primeiro, obtém-se o problema de flambagem linear do
painel em torno de um ponto de bifurcacao; no segundo nivel, o modelo é simplificado ainda

mais ao desconsiderar completamente a flexao do painel antes da flambagem.

13
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Figura 2.1 Casca cilindrica reforcada.

2.1 Teoria de Donnell

Equacgoes de Equilibrio e Condigoes de Contorno

As equacoes de equilibrio do painel indicado na Figura 2.2 sao dadas na teoria de Donnell

por (BRUSH e ALMORTH, 1975; YAMAKI, 1984)

Nypg+ Npyy =0

Nyyo + Nyy =0
1
My ww + 2Myy 2y + My yy + NoW o + 2N 4y + Ny, <w7yy — ﬁ) = 0. (2.1)

A notagao (), =09()/0x e (), =0()/0y é usada para as derivadas parciais em relagao a

x e y, respectivamente. As forcas de membrana N,, N, (normais) e N,, (de cisalhamento),
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Figura 2.2 Painel com as condicoes de contorno.

e os momentos M,, M, (fletores) e M,, (torcor) sdo definidos por unidade de comprimento
da superficie média.

As condigoes de contorno a serem especificadas sao
u =20 ny:ny w=20 M,=0 emx=0,a
Ny = Nyy v=>0 w=0 My,=M emy=0,b (2.2)

onde u, v, w sao os deslocamentos da superficie média nas direcoes de x, y, z € 0s momentos

M(z,0) = G—;(er,my(x, 0) M(z,b) = —%wwy(x, b) (2.3)

exercidos pelos reforcadores longitudinais impedem que o painel rotacione livremente nas
bordas y = 0,b. A quantidade G,.J, representa a rigidez de tor¢ao do reforcador e K é um
fator de distribuicao dessa rigidez ao longo da borda reta. A consideracao de reforcadores

idénticos e igualmente espacados conduz a K = 2.

Relacoes Deformacgao-Deslocamento

As relagoes deformacao-deslocamento usadas na teoria de Donnell sao dadas por

1

m 2

€, = Uy + éw,z Keg = —W zq
w1

m T2 _

€, = Uyt = + 5y ky = —Wyy

Yoy = Va Uy +wawy, Kgy = —2W g (2.4)

)
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onde €', €', 7y, sao0 as deformagoes da superficie média e r,, Ky, gy estao associadas a
mudanca de curvatura e torcao dessa superficie.
Equacgoes Constitutivas

Supondo que o material seja isotrépico e eldstico linear, com médulo de Young E e coeficiente

de Poisson v, as seguintes equacoes constitutivas sao adotadas na teoria de Donnell:

N, 1 v 0 em em

s AR S

N, 00 — ym ym

M, , 1 v 0 o Ky

M, :% I AR SCI (2.5)
M,, 0 0 5 Ky Ky

2.2 Problema Linear de Flambagem

E oportuna a introdugéo de alguns conceitos da teoria da estabilidade (BRUSH e ALMORTH,
1975). Uma curva no espago “carga-deslocamento”, formada pelos pontos que correspondem
a configuragoes de equilibrio, é denominada trajetdria de equilibrio. A trajetoria primdria
é a curva que passa pelo ponto em que a estrutura estd descarregada. Normalmente é
a curva mais importante por ser a trajetéria seguida no processo inicial de carregamento.
Qualquer curva que cruze a trajetéria primdria é denominada trajetdria secunddria. O ponto
de cruzamento de trajetorias é um ponto de bifurcacao. A configuracao de equilibrio associada
a um ponto de bifurcagao pertence, portanto, a mais de uma trajetéria (Figura 2.3).

O fendémeno da perda de estabilidade do equilibrio ao longo de uma trajetéria é conhecido
por flambagem, e sua ocorréncia se dd com a carga de flambagem. Como a trajetoria primaria
¢é o caminho natural a ser seguido com o aumento da carga a partir de zero, denomina-se carga
critica a menor das cargas de flambagem ao longo dessa trajetoria e o ponto correspondente
no espago ‘“carga-deslocamento” denomina-se ponto critico. No caso do painel analisado,
supoe-se que o ponto critico ocorra em um ponto de bifurcacao.

Suponha que a trajetdria primdria seja descrita pelos deslocamentos (g, vg, wg). Especi-
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carga traj. secundaria

traj. primaria

~~__definido por (u,, vy, W)

N definido por (i, + u,, v, + v,, w, + w,)

deslocamento
Figura 2.3 O ponto de bifurcacao ¢ definido por (ug, vg, wg) € um ponto préximo sobre a
trajetoria secundéria é definido por (ug + wuq, vg + v1, wo + wy).

ficamente, a Figura 2.3 usa esses deslocamentos para indicar um ponto de bifurcacao na
trajetéria primdria. Suponha ainda que (ug, vy, w;) sejam pequenos deslocamentos, especial-

mente escolhidos, de maneira que
U = ug + U v =19+ 11 w = wy + wy (2.6)

esteja sobre uma trajetéria secunddria nas proximidades do ponto de bifurcacao. Na tra-

jetoéria secundéria,

Nz N:L"O Nzl Mz M:L"O le
Ny =93y Nwo ¢+ Nn My 0=y Mo Ty My (2.7)
Na:y Na:yO nyl Mxy Ma:yO Mxyl

onde os esforcos com indice “0” estao associados & trajetéria primdria e os esforgos com

indice “1” estao associados aos incrementos wuq, vy, w;.
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Da substituigao de (2.6) e (2.7) em (2.1),
NzO,x + N:L"y(),y + le,x + N:L"yl,y =0
ny07a: + Ny07y + Na:yl,a: + NyLy =0

1
MxO,xz + 2Mxy0,a:y + MyO,yy + Nx0w07xx + 2ny0w07a:y + NyO <w07yy - E)

+ Mxl,zz + 2M:1:y1,:1:y + Myl,yy + Nzlwo,x:p + N:L"Owl,x:r + lewl,xz + 2N:1:y1w0,zy

1
+ 2Nzy0w1,:py + 2N:py1w1,zy + Nyowl,yy + Nyl (wow + wl,yy — E = 0.
(2.8)
Da substituigao de (2.6) em (2.4),

€M = gy + ~WE + Uty + Wo W 5 + —w?

x — W0z 2 0,z 1z 0,z Wl,x 2 1,z

m __ Wo 2 1 1 9

€, = Voy+ E + §w07y + vy + Ewl + wo w1,y + Ewl’y

m

Re = —Woze — Wiz

Ry = —Wo,yy — Wi,yy
Koy = _Qwo,zy - 2w1,zy- (29)

Dois grupos de equagoes podem ser identificados em (2.8) e (2.9). O primeiro grupo, contendo
apenas termos com indice “0”, pertence ao problema nao-linear representado pela trajetéria
primdria. O segundo grupo, contendo os demais termos, pertence ao problema nao-linear

representado pela trajetéria secundadria.

Trajetéria Primaria
Equacgoes de Equilibrio e Condigoes de Contorno
Identificam-se de (2.8) as equagoes de equilibrio
Nzoz + Nayoy = 0

Na:yO,a: + NyO,y =0

1
Mx(hxz + 2Mxy0,a:y + MyO,yy + Nx0w07xx + 2ny0w0,a:y + NyO <w07yy - E) = 07 (210)
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que prevalecem ao longo da trajetdria priméria, assim como identificam-se de (2.2) as cor-

respondentes condigoes de contorno:

ug =0 Nzyo = Nayo we =0 Myo=0 emz=0,a

Nayo = Nayo vy =0 wy =0 My =DM, emy=0,b  (2.11)

O carregamento ny(), M, refere-se a ny, M ao longo da trajetéria primaria.
Duas formas alternativas simplificadas das equagoes (2.10) podem ser empregadas. Em
uma primeira simplificacao, as equagoes podem ser linearizadas nas fungoes incégnitas pre-

sentes:

N:JcO,z + NzyO,y =0

Nayow + Nyoy = 0
Nyo

MxO,xz + 2Mxy07a:y + MyO,yy - ? = 0. (212)

Em outra simplificagao, o efeito da flexao é completamente desprezado resultando nas

equacoes de equilibrio da teoria linear de membrana:

NzO,z + N:ch(),y =0
Na:y07a: + Ny07y =0
Nyo

— =0. (2.13)

Sao trés equagodes de equilibrio (2.13) com trés incégnitas (Nyo, Nyo, Nayo). O painel cilin-
drico é, portanto, em regime de membrana, uma estrutura estaticamente determinada no
sentido de que os esforcos No, Ny € Ny sao obtidos independentemente da deformacao
da estrutura. No entanto, sabe-se que a teoria linear de membrana é limitada a certas
condigbes de contorno (KrAUS, 1967). Por simplicidade, este trabalho trata o painel na

trajetéria primdria como uma membrana, com a seguinte distribuicao uniforme de esforcos:

Nxo == O Nyg - 0 ny() = ny(). (214)

E uma distribuicio que satisfaz (2.13) e no contorno é compativel com

Ny =0 Nayo = nyo emz=0,a

NzyO = ny() NyO =0 em y = 0, b. (215)

Perceba que as condigdes (2.11), no que diz respeito a solugdo de membrana, sao alteradas.
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Relacoes Deformacgao-Deslocamento

Em sua forma completa, as relacoes deformacao-deslocamento escrevem-se

1

m 2

€0 — uO,:L" —+ é’wo7z Kz = —wo,m
Wo 1

m __ -0 T2 -
€y = Voy t R 2w07y Kyo = —Wo,yy
m
Vayo = Vo.z + Uoy + WozWoy Kayo = —2Wo,zy- (2.16)

A mesmas relacoes linearizadas sao dadas por

m
€x0 = U0,z Rgo = —Wo,zx
Wo
mo__ - _
€0 = Voy t+ R Kyo = —Wo,yy
m _
/V:chO = Vo,z + U,y Rzyo = _2w0,zy~ (217)

Quando o efeito da flexao é desprezado, as quantidades associadas & mudanga de curvatura

e a torgao sao removidas, restando para a teoria linear de membrana
mo m __ m _
€rp = U0z €40 = Voy Vo = Vo,z + Uoy- (2.18)

Equacgoes Constitutivas

As equagoes constitutivas sao dadas por (2.5) aplicado a trajetéria primédria

NxO E% M:L‘O Rz0
NyO = [A] 6;}6 MyO = [D] /'iy() . (219)
N:ch() 7%0 szO Rzy0

Na teoria linear de membrana, o segundo grupo de equacoes, associado a flexao, é desprezado.

Trajetéria Secundaria

Para a obtencao da carga de flambagem, nao é necesdria a determinacao completa da tra-
jetéria secunddria, mas somente a determinacao da forma com a qual o painel passa da
trajetdria primdria para a secunddria. Assim, basta admitir pequenos incrementos uy, vy, w;

e linearizar a teoria em torno do ponto de bifurcacao, ou seja, nas quantidades com indice

“17’
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Equacgoes de Equilibrio e Condigoes de Contorno
Removendo (2.10) de (2.8),
Nytw + Nyyry =0
Neyio +Nyry =0
M1 2z + 2M oyt 2y + Myt yy + Np1Wo za + NpoWi gz + NpiWi gz + 2N 1 Wo 2y

1
+ 2ny0w1,xy + 2ny1w17zy + Nyowl,yy + Ny1 (wo,yy + W1,y — —> =0.

R
(2.20)
A linearizacao conduz as equacoes de equilibrio
le,x + nyl,y =0
nyl,a: + NyLy =0
Mxl,x:p + 2sz1,zy + Myl,yy + lewﬂ,xz + N:L"Owl,zz + 2N:1:y1w0,zy
1
+ 2Nzy0w17xy + NyowLyy + Nyl (wo,yy — E) =0.
(2.21)
As condigoes de contorno sao dadas por
u; =0 Ny =0 w; =0 M, =0 emzr=0,a
nyl =0 V1 = 0 wyp = 0 Myl = Ml em y = 0, b (222)

onde admite-se que nao haja acréscimo na carga aplicada N,, com a flambagem. O momento

M refere-se a M na trajetéria secunddria em torno do ponto de bifurcagao.

Relacoes Deformacgao-Deslocamento

Analogamente, removendo (2.16) de (2.9),
m 1 2 _
Ezl - ul,z + wO,xwl,x + §w1,x Rg1l = _wl,zz
o= vy + w4 - = -
€1 = ULy Wy T WoyW1,y W1 Kyl = —W1yy

R 2

m
Vgt = Uiz + ULy + Wo Wiy + W1 aWoy + W1 zW1y Koyl = —2W1 4y (2.23)
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A linearizagao resulta em

€1 = Ul + W0,z W12 Rg1l = — W1 ze
m I
€y1 = Uy + Ewl + Wo,y W1,y Ryt = —W1,yy
m
Vay1 = UVl T Uty + WouWiy + Wi zWo,y Koyl = —2W1 gy (2.24)

Equacgoes Constitutivas

As relagoes constitutivas sao dadas por

le 6?1 Mxl Rzl
Nyl = [A] Ez’i Myl = [D] Ry1 (225)
nyl 72;1 Ma:yl Ryl

2.3 Problema Linear de Flambagem Simplificado

Se a flexao for desprezada na trajetéria primadria, ou seja, essa trajetéria é descrita pela teoria
linear de membrana, termos que contém derivadas de wy em relacao a = ou y devem ser
removidos das equagoes anteriores. Assim, a distribuicao de esforcos na trajetéria priméria
é dada por

Noyo = Nyy (2.26)

onde N,, é a carga no ponto de bifurcagio. As equagoes que definem o ponto de bifurcagao

sao dadas a seguir.

Equacgoes de Equilibrio e Condigoes de Contorno

As equagoes de equilibrio (2.21) escrevem-se como

NZCLLL‘ + nyLy =0
nyl@ + NyLy =0

N _
le’zz + 2Ml‘y17l‘y + Myl’yy - %1 + 2nyw1’xy — 0. (2.27)

As condigoes de contorno sao

u; =0 Ngy1 =0 w; =0 M, =0 emz=0,a

Nyyr =0 v =0 wy =0 My =M emy=0b (2.28)
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onde

— GrJr — GT‘J’I‘
M (x,0) = Twl,my(x,O) M (x,b) = — e W1 gy (2, D). (2.29)

Por ser desprezada a flexao na trajetéria primdria, o momento M exercido pelos refor¢adores

nas bordas retas do painel sé ocorre com a flambagem. Portanto, M; = M.

Relacoes Deformacgao-Deslocamento

As relagoes deformagao-deslocamento (2.24) ficam

m
€x1 = Uly Rzl = —W1 e
m 1
€1 = Uyt Ewl Ryl = —W1,yy
m
Vayr = Vi T Ury Koyl = —2W1 gy (2.30)

Equacgoes Constitutivas

As relagbes constitutivas sdo as mesmas de (2.25).



Capitulo 3

Método de Rayleigh-Ritz

Uma solucao aproximada do problema de flambagem linear simplificado pelo método de
Rayeigh-Ritz é apresentada. Para tanto, determina-se a forma fraca do problema. O método
busca uma solugao aproximada que satisfaga no sentido médio as equagdes diferenciais (2.27)
e as condigbes de contorno naturais de (2.28). As condigbes essenciais s@o satisfeitas pela

funcao de aproximagao arbitrada.

3.1 Forma Fraca

Multiplicando as equagoes (2.27) pelas variagdes dos deslocamentos duq, vy, dwy, somando

e integrando-as no dominio tem-se

b a
/ / { (le,x + nyl,y) 5”1 + (Na:yl,x + Nyl,y) 51}1
0 0

N. _
+ |:Mz1,;m + 2sz1,xy + Myl,yy — ?ﬁll + 2nyw17xy} 5w1} dx dy =0.

(3.1)

onde a notagao J( ) representa a primeira variagao da fun¢ao. O lema fundamental do célculo

variacional assegura que as expressoes (3.1) e (2.27) sao equivalentes.

24
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Procedendo as integragoes por partes

b a b b a
/ / Noroburde dy = / NS |2 dy / / NorStus i dy
0 0 0 0 0
b a a b a
/ / Nzyl,y(suldx dy = / Nzy15u1|g dz — / / Nzy15u1,ydx dy
0 0 0 0 0
b a b b a
/ / nyl,xavldx dy - / ny16U1 |g dy - / / Nzy16'1117a;d11§‘ dy
0 0 0 0 0
b a a b a
/ / N,y 6uidz dy = / Ny160,]" de — / / N0 dz dy
0 0 0 0 0

b a b
/ / ]\451:1751:51:511}1daj dy = / Mx17a:5w1|gdy
0 Jo 0

b b a
—/ Mz15w1,z|§dy+/ / My10wy godx dy
0 0o Jo

b a a
/ / M1 zydwndr dy = / M1 0wn |g dx
0o Jo 0

b b a
— / M$y15w17y|8 dy + / / Ml-yl(;wl@ydl' dy
0 0o Jo

b a b
/ / My gydwrde dy = / My 0w |y dy
o Jo 0

a b a
- / Mxy16w17x|8 dx + / / Mxy15W1,xyd$ d’y
0 0 0

b a a
/ / My yy0wide dy = / MyLy(Swl\g dx
0o Jo 0

a b a
— / MyléwLy\g dx + / / My, 0wy yydz dy
0 0o Jo

a b

a b a
Nzywl,xﬁwldm dy = / Nzywl,z&ul }S dr — / / nyw7zf5w17yda: dy
o Jo 0 o Jo

b a b b a
/ / nywl,xy(swldx dy = / N:pywl,y(swl {g dy - / / Nzway(SwLxdx dy
0o Jo 0 0 Jo

(3.2)
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obtém-se

b ra
1
_/ / [leéum -+ Nzyl (5u1,y + (57)1@) + Nyl ((57)1,34 + E(Swl)} dx dy
0 Jo
b ra
_'_/ / [Mxl(swl,xx + Myléwl,yy + 2sz15w1,zy] dx dy
0 J0
b pra _
—/ / Ny (w1 50wy + w1 0w ;) do dy
0 Jo
+/ {Nzy15u1 + Ny151)1 + My17y5w1 — My15’w1,y + Mxyl,xéwl
0
— Mxyléwm + nywlvxéwl}}g dx
b
+/ {Nw1(5u1 + ny;[&'l}l + Mxl,wéwl — Mx1(5w1,x + MxyLy(Swl
0

— Mydwy, + nywl,y(leHg dy = 0.
(3.3)

Segundo as condigbes de contorno (2.28), sao conhecidos os seguintes deslocamentos

up =0 w; =0 emz=0,a

vy =0 wp =0 emy=0,b (3.4)
que tornam nulas as seguintes variagoes

duq(0,y) = duy(a,y) = 0wy (0,y) = dwy(a,y) =0
ov1(x,0) = dvy(z,b) = dwy(z,0) = dw;(x,b) = 0. (3.5)

Ainda de acordo com (2.28) , os esfor¢os no contorno sao dados por

Nzyl(oay) = nyl(aa y) =0 le(oay) - MIl(aa y) =0

ny1($, 0) = Nl-yl(l', b) =0 Myl(l', 0) = Myl(l', b) = Ml. (36)

Nota-se ainda que a condicao w; = 0 nas bordas x = 0, a implica w;, = 0 ao longo dessas

bordas, assim como w; nulo nas bordas y = 0, b resulta w; ;, = 0 ao longo das bordas:

wyy =0 emz=0,a

Wy, =0 emy =0,b. (3.7)
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A substituigao de (3.5), (3.6) e (3.7) em (3.3) fornece
b ra 1
_/ / |:NI15U171- + nyl (5U17y + 5U17I) + Nyl (5U17y + E(Swl)} dx dy
0 Jo
b ra
+/ / [Mxléwlm — My15w17yy — 2Mxy1(5w17xy] dx dy
0 Jo

b a
+/ / ny (w1 20wy + w1 0w ) do dy
o Jo

+/a [Ml(‘r70)5w1,y<x7 0) — My (z,b)dwy ,(z, b)] dr =0
0 (3.8)
que pode ser reescrita em termos das relagoes deformagao-deslocamento (2.30),
_ /Ob /Oa (le&?l + Ny10eyy + Nay1075y1 + Mardkizy + Myi0ky + Mmylémxyl) dx dy
" /ob /oa Noywn o0wn yda dy + /0“ [M;(,0)0wy 4 (z,0) — My (z,b)dws (2, b)] dz =0
(3.9)

que define a forma fraca do problema simplificado.
A forma fraca obtida contém as equagoes de equilibrio (2.27) e as seguintes condigoes de

contorno naturais de (2.28)

Ny =0 M, =0 emz=0,a
Nyp =0 My =M, emy=0,b. (3.10)

No método de Rayleigh-Ritz as condigoes essenciais

up =0 w; =0 emz=0,a

vy =0 wp =0 emy=0,b (3.11)

devem ser satisfeitas pelas funcoes de aproximacao arbitradas.
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3.2 Solucao por Rayleigh-Ritz

Substituindo os momentos dos reforgadores (2.29) e considerando as relagdes deformagao-

deslocamento (2.30) e as equagdes constitutivas (2.25) na forma fraca do problema de flam-

bagem linear (3.8),

b ra 1 1
—/ / { |:A11u1,:1: + Ao <U1,y + —wl)] Uy + |:A12u1,:1: + Aso (Ul,y + —wl)] OV1y
o Jo R R

1 ow
+ [A12u1,x + Ago (Ul,y + Ewl)] Fl + Ags (V1,2 + Ury) (0u1 4 + 6v14)

+ (D11wy zz + D1awi yy) Sw1 gp + (D12w1 o + Daow yy) 01 4y

b pra
+ 4Dg6W1 1y OW1 4y rdx dy + / / Nzy (w1 0wy 5 + Wy zo0ws ) dr dy
0 Jo

* TG, J, G,
+/ { e W1 gy (2, 0) 0w 4 (x,0) + W1 gy (2, b) 0wy 4 (2,0) | dz =0
0

K
(3.12)
onde A;; e D;; sdo os componentes das matrizes [A] e [D] (2.5), respectivamente.
Considerando que o campo de deslocamentos seja dado pelas funcoes
uy (v, y) = Z Z Uij Xui(2)Yu; (y)
i=1 j=1
vi(z,y) = Z Z Vi Xoi(2) Yy (y)
i=1 j=1
wi(z,y) = Z Z Wi Xuwi(2) Y (y), (3.13)
i=1 j=1

a substituicao na forma fraca fornece
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b ra
1
— Z/o /0 { |:A11Uinq:iYuj + Ay <‘/;ij7:}/;;/]‘ + E‘/I/ininwj):| U X, Yul
1

+ [A12Uin;iYUj + Az (%jX”YU,j T R

Wininwj) :| 5Vleka;),[

1 1
+ 7 |:A12Uz‘jX1/nYuj + Ay <Vz‘ij‘YU/j + EVVininwj):| IWit Xowk Yo

+ A66 (VUX{,ZY;;] + UngmYé]) (5UleukYull + 5Vle1,)k}/vl)
+ (D11Wz'ng;iij + D12M/inin1:;,j) 6Wle1,1,)leUl

wi T wj

+ (D12M/z‘jX7:/)iij + DQZM/;]szYu/)/]) 6Wle1UkY1:)/l + 4D66VV1‘]‘X/ AY/ 5Wle{ukY11;l}dx dy

b ra
- Z/ / Ny (Wii XYy j Wit Xl Yo + Wi X1 Vi oW XYy, ) da dy
0 Jo

“Grdy
+ Z /O I (Wi XY i (0)6 Wiy XYy (0) + Wi XY (0)0Wiy X Yy (b)] dz = 0
(3.14)
/. . . , . , m n m n ~ ’
onde o sfmbolo Z indica o somatdrio quadruplo Zk:l lel 21:1 ijl e a notagao ()
indica a derivada ordindria em relagao a varidvel independente.

Rearranjando os termos obtém-se
b ra
_ Z/ / {5Ukl l(AuX{LiYqu;kYul + A66XuiYu{ququ:l) Uij
0 Jo

A
+ (AXu Y XY + A XY XuYy) Vij + %Xwiyij{LkYulM/ij}

+ 0V [(AlzX;iYqukafl + A66XuiYu,jX,kK)l) Ui

v

A
+ (AQQXmequkK,’l + A66X{,¢Yqu;kYul) Vij + %XwiyijkaZlVVz‘j}

A
+ oWy {%X;iyujxwkywl Uij + %Xmmxwkywmj
A
+ (?Q;Xwiyijkawl + D11X{L¢ijngle + D12Xin1:;,ng)kal

wi T wy

+ D12X’l/1/)’iijXw'ICYQZ}/l + D22Xin1L/ijqui;/l + 4D66X/ Y XQ/Uk‘Yl:)l) VVU:| } dx d’y

b ra
+> / / SWiaNay (Xui Y XowYar + X0 Y XYy, Wisda dy
0 JO

wiT wj wi T wj
K J ]

+3 / Wi [ XYL (0) XYLy (0) + X005 (5)Xur YLy (8)] Wi = 0.
0
(3.15)
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Definindo
a b
&g _ dP Xei d* X x dx 654}(1 _ d"Ye; quCld §pars _ €01 gE;s
¢k dzp  dxt Gl daP  dzd Chlij = QCikPEgl
Tty = Yoy (€)Y (a3 (3.16)

a equagao (3.15) fica

A
4,1100 4,0011 v,0110 v,1001 12 wOlOO
- Z {5Ukl [(AH% klij T A667u,kzz‘j ) Uij + (Alﬂu,kz@'j + A667u,kz@'j ) Vij+ —- R Vo klij VVZ]:|

A

4,1001 4,0110 0,001 0,1100 22 w,0001

+ Vi [(A127u,klij + A667. ki ) Usj + (A22%,kzz‘j + A667. ki ) Vij + I 5 Vo klij VVij]
Avg 1000 Az 20010 A2 40000 w,0220

+ oW { R Jwkiij Ui + R Jwkiij Vij + 2 2 Ywklij T Dy klij ’ + Dy klij

w,2002 w,0022 w,1111 \ 7 w,0110 w,1001
+ DoV kg + D22V T 466w ki )W ] } + Z SWiaNoy (Vo Kij T YV klij ) Wi

G,J,
- Z K (nglij + nZlij) Wi; = 0.
(3.17)

A expressao (3.17) pode ser reescrita matricialmente como

~ UY" | (A [T+ Ao B 07} + (i [F1] 4+ e [P2200) )+ 22 0] )

—{ov}" {(Au (Lot 4 Ags [Ton™]) {U} + (Azz [T00M] 4 Ags [T, {V'} + Az

lAm

= e ]

A22 A22

— {87 | S (P (U} + 22 [FOOlO]{V}+(R2 [P9%) + Dy [[22%] + D [T227)

-/

T D1 [P292] 4 Dy [P022] 4 4D [r11] — Fr7 (p ¢ [rbn) {W}}

+{6W " Ny ([T + [TI0) {W'} = 0
(3.18)

onde as matrizes [5¢*], [['], {U}, {V} e {IW} escrevem-se
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[ §,pgrs &§,pqrs i [ §,pqrs §.pqrs i [ §,pqrs §.pqrs
Yea111 Vea1in Vea121 Yeiizn Y¢11ml Ye11mn
&,pgrs &§,pqrs &,pqrs &,pqrs &,pgrs &§,pqrs
| V¢an1t V¢anin | | V¢ in21 V¢an2n | | V¢ inmi V¢ 1nmn
[ &,pgrs &£,pqrs i [ &,pqrs &.pgrs i [ &§,pgrs &.pgrs
Y¢2111 Y¢o11n V¢ 2121 Y¢212n Y¢,21m1 Y¢,21mn
pars . . . . . .
[Ted™] =
§,pqrs §,pqrs §,pqrs §.,pqrs §,pqrs §,pqrs
| V¢2n1t V¢2nin | | V¢2n21 V¢2n2n | | V¢2nmi V¢ 2nmn
§,pqrs &§,pqrs §,pqrs §.pqrs §,pqrs §.pqrs
¢,mi11l V¢miin ¢,mi121 ¢,mi2n ¢,mlml V¢ mimn
&,pqrs &§,pqrs &,pgrs &,pqrs &,pqrs &§,pqrs
/yC?mnll fyC,mnln 7{,mn21 7{,mn2n i /yC?mnml fYC,mnmn
111 Miin 121 Mi12n Mim1 Mimn
| TT1n11 Mnin | | "1n21 Mn2n | | T1nm1 Mpmn |
b i i i i i
2111 M211n 2121 M212n M21m1 MN21mn
Ti] =
| 1211 M2n1n | | "T2n21 2n2n | | 12vm1 M2nmn |
NMmi11 Nmiin Nmi21 Nmi2n Nmim1 Nmimn
nmnll nmnln 77mn21 nmn2n nmnml nmnmn
T
{U} =1 Un U Un Uan, Um Unn J
T
D=V oo Vin Vo oo Voo oo Vi e Vi |
T
=] Wa oo Wae Wy oo W oo Wi oo Wi |

(3.19)
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Devido & independéncia e arbitrariedade dos deslocamentos {dU}, {0V} e {0W} a ex-

pressao (3.18) ¢é valida somente se

(A11 [Li°] 4 Aes [Ton]) {UY + (Arz [Tn'°] + Ags [Ton ) {V} + % o] {wr=0

A22

(Arz [Tod'] + Ags [Ton'°]) {U} + (Az2 [Too™] + Aee [T °]) {V} + 53 [Co ] {W} =0

T2 [P U+ T2 [P V) + |52 (7] + D [P229] + D ([1220) + (127
+ Do [T2] 4 4D [T — S22 (1) + [rb])} [W} = Ny ([TO9) 4 [T2991]) {w} = 0.
(3.20)
Observando as seguintes identidades
R R R A Ry
I g I 0 R L e
e definindo as matrizes [R] e [Ro]
[ (Ru] (Rl (R | (0 0 o0
[R] = | [Ri2] [Rao] [Ras [Ro] = =2 [0] [0] [0]
I [Ris] [Ras] [Ras] | I [0] [0] [T |
(3.22)
com
[Rur) = A [49) + Agg [T1]  [Rug] = A [T8°] + g [D]  [Rig) = 22 [
[Roa] = Ao [T00!] + Ags [[0,°]  [Ros] = % [To]
[Ras] = 22 [C0909] + Dy [T22] 423y [P27] 4 D [T22) + 4o [T — 227 ([0] 4 [13)

(3.23)
obtém-se o problema de autovalor
{U}
(IR] + Noy [Ro]) {U} = {0} {U}=4{V} ¢ (3.24)
{W}
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O menor autovalor \.. = N,, em médulo fornece a carga de flambagem do painel cilindrico
refor¢ado, dadas as hipéteses do problema de flambagem linear simplificado.

Seja, entao, o campo de deslocamentos (3.13) definido por

Xui(z) = sen \x Xyi(z) = cos \ix Xui(z) = sen \x

Y,j(x) = cos \jy Y,;i(z) = sen )y (3.25)
onde
s g
\ = — A = —. 3.26
a J b ( )

As quantidades U,; V;;, W;; sao coeficientes de ponderacao a serem determinados pelo método

de solugao. Observa-se que o campo satisfaz as seguintes condi¢oes de contorno essenciais
u1(0,y) = ui(a,y) = vi(x,0) = vi(x,b) = w1 (0,y) = wi(a,y) =0 (3.27)
e, também, satisfaz as condicoes de contorno naturais
Niy1(0,y) = Nyy1(a, y) = Ny (x,0) = Ny (x,b) = 0. (3.28)

O método de Rayleigh-Ritz exige que as fungoes de aproximacao satisfacam apenas
as condicoes de contorno essenciais. Entretanto, ao se garantir também a satisfacao das
condicoes naturais, restringe-se o espago de fungoes no qual o método busca solugoes. Com
isso pode-se esperar a obtencao de melhores resultados, em comparacao com funcoes de
aproximacao que satisfacam apenas as condigoes essenciais.

Com relagao & fungao Y”(y), utilizam-se aqui duas séries de fungoes trigonométricas
hierdrquicas: a aproximagao de Beslin (BESLIN e NICOLAS, 1996) e a aproximacao trigo-
nométrica enriquecida. Em uma série dita hierarquica, as primeiras funcoes satisfazem as
condicoes de contorno do problema, enquanto as demais nao interferem no contorno e servem
apenas para o refinamento sucessivo da solucao. Em problemas que exijam continuidade C*,
os quatro primeiros termos da série devem satisfazer as condicoes de contorno, e os demais
termos (hierdrquicos) e suas primeiras derivadas sao definidos de forma que se anulem no
contorno. O espago representado pelas n primeiras fungoes da série é um subespaco do

espaco representado pelas n + 1 primeiras fungoes.
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3.3 Aproximacao de Beslin

Aplicando a condicao de contorno w(z,y) = 0 nas bordas y = 0, escreve-se a aproximacao

hierdrquica de Beslin para 0 < y < b na forma

m(y+b) con —m(y +b)

Yu1(y) = sen 5% 2
_ o Ty —=20) m(y — 2b)
Yio(y) = sen o Sen 2
) —4
Y,i(y) = sen w sen W—by (3.29)

para j > 2. A Figura 3.1a apresenta as oito primeiras funcoes da base de Beslin.

Observa-se que cada termo da série (3.29) tem deslocamento nulo nos contornos
wy(x,0) = wy(z,b) =0, (3.30)

o que complementa as condigbes de contorno essenciais (3.27) em vista de (3.11). A série
de Beslin possui boa estabilidade numérica em comparacao com séries polinomiais, pois a
ordem méxima da aproximagao estd relacionada ao periodo de fungoes trigonométricas, e
nao ao expoente de poténcias. Percebe-se também que cada termo de ordem j > 2 possui

7 — 1 raizes.

3.4 Aproximacao Trigonométrica Enriquecida

A aproximacao hierdrquica trigonométrica enriquecida para y = 0,b é dada por

byt Lyt 9y
Yur(y) = om0 T Y

5yt vt 3y

Y, = - 4= 4 -

W) =55~ T

G=5my .y oy Y AN T RN Th s
(3.31)
para j > 2. A Figura 3.1b apresenta as oito primeiras fungoes da série.

E uma série de cossenos acrescida de um polinoémio de quarta ordem, que é determinado
criteriosamente de forma a possibilitar a aceleracao da convergéncia da série segundo a teoria
da série de Fourier. Atualmente, a aproximagcao trigonométrica enriquecida encontra-se em

desenvolvimento no Laboratério de Modelagem Estrutural (LME) da Divisao de Engenharia

Civil do Instituto Tecnolégico de Aerondutica (ITA).
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i Beslin trigonométrica enriquecida
1 0.08

1 0 0
15 | 008 !
1 0.08

2 0 0
s L -0.08) )
1 2

3 0
o 1 % 1
1 0.05

4 0 0
I L0055 !
1 0.2

5 0 0
o 1 %% 1
1 2

6 0 0
R0 1 R0 1
1 2

o V |
.10 1 _’\0 ]
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Figura 3.1 Fungoes de aproximagao: (a) Beslin; (b) trigonométrica enriquecida.



Capitulo 4
Aplicacoes Numeéricas

A validagao dos procedimentos desenvolvidos para a determinacao da carga de flambagem
local do revestimento de uma casca cilindrica reforcada sujeita a torcao é realizada por
meio de ensaios numéricos de modelos de elementos finitos. Para uma série de doze painéis,
comparam-se os resultados obtidos pela solu¢ao do problema de autovalor linear (3.24) com
os resultados de modelos de elementos finitos.

O problema de autovalor é implementado na plataforma computacional MATLAB. No
célculo das matrizes [R] e [Ry] (3.22) utiliza-se integragao numeérica empregando-se a funcao
quadl, que aproxima a integral de uma funcao pelo método recursivo da quadratura de
Lobatto. Adota-se precisao de 10710 para a convergéncia das integracoes. Adicionalmente,
a fim de se evitar erros numéricos no cdlculo do autovalor, substitui-se por zero a integral
cujo valor é menor que a precisao. O autovalor é determinado pela fungao eig.

As fungoes de aproximagao sao dadas por (3.25) empregando em Y;" a série de Beslin
(3.29) e a série trigonométrica enriquecida (3.31), inicialmente truncandas no segundo termo
m = n = 2. Adicionam-se novos termos (mantendo sempre m = n) até que se atinjam os
valores de convergéncia e = 5%, e = 1%.

Com relacao & anélise por elementos finitos, diferentemente do problema apresentado no
Capitulo 2, a estrutura analisada é uma casca cilindrica reforcada e nao apenas um painel
isolado entre reforcadores. A razao de se modelar a casca cilindrica é tentar garantir que
a torcao dos reforcadores longitudinais seja, de fato, distribuida ao longo das bordas dos
painéis do revestimento. Os reforcadores longitudinais sao idénticos e igualmente espacados,

enquanto que os refor¢adores circunferenciais sao substituidos pelas condigoes de contorno
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Figura 4.1 Restricoes dos deslocamentos.
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Figura 4.2 Dimensoes do reforgador.

da Figura 4.1. Garante-se, assim, uma linha nodal que restringe o deslocamento radial dos
reforgadores longitudinais.

A andlise é realizada pela solucao SOL 105 (Linear Buckling) do pacote comercial de
elementos finitos NASTRAN (MSC, 2008). O revestimento ¢ modelado por elementos de
placa do tipo CQUADA4. Na discretizagao utilizam-se a/20 elementos na diregao axial e b/20
elementos entre reforcadores na direcao circunferencial, onde a é o comprimento do painel e
b é a largura entre reforcadores. Os reforcadores longitudinais possuem secao transversal Z
(Figura 4.2) e sao modelados por a/20 elementos de barra do tipo CBAR.

A Tabela 4.1 apresenta a geometria dos painéis analisados. A largura b dos painéis é dada
por b = 2rR/n,, onde n, é o nimero total de reforcadores da casca cilindrica. A Tabela
4.2 contém as dimensoes dos reforcadores Z, cuja constante de torcao ¢ J = 57,412 mm?.

As propriedades eldsticas do material do revestimento e dos reforcadores encontram-se na

Tabela 4.3. O modelo de elementos finitos do painel P4 é mostrado na Figura 4.3.
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Tabela 4.1 Geometria dos painéis.

Painel « (mm) R (mm) h (mm) n,
P1 400 2000 1 24
P2 400 2000 1 12
P3 400 1000 1 24
P4 400 1000 1 12
P5 600 2000 1 24
P6 600 2000 1 12
P7 600 1000 1 24
P8 600 1000 1 12
P9 800 2000 1 24
P10 800 2000 1 12
P11 800 1000 1 24
P12 800 1000 1 12

Tabela 4.2 Geometria dos reforcadores.

Largura (mm) Espessura (mm)

we 19,05  t, 1,27
w, 19,05 t 1,27
w. 550  t, 3,00

Tabela 4.3 Materiais dos painéis.

Elemento  E (N/mm?) v

Revestimento 72400 0,33
Reforgador 71020 0,33
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Figura 4.3 Modelo de elementos finitos do painel P4: configuracao indeformada e flambada.

Os resultados obtidos sob o critério de convergéncia e = 5% para as séries trigonométricas
hierdrquicas apresentadas no Capitulo 3 sao comparados com os resultados dos modelos de
elementos finitos na Tabela 4.4. A quantidade m indica o nimero de termos hierdrquicos
necessérios para a convergéncia da série. Na coluna B encontram-se os resultados para a série
de Beslin e na coluna TE os resultados para a série trigonométrica enriquecida. A Tabela
4.5 apresenta os resultados empregando o critério de convergéncia e = 1%. Os gréficos da
Figura 4.4 mostram a evolugao da carga critica conforme se adicionam sucessivos termos
hierdrquicos considerando e = 1%. A Figura 4.3 apresenta a configuragao flambada do
modelo do painel P4.

A partir da Figura 4.4b, nota-se que os painéis P2 e P10 nao apresentam monotonici-
dade da convergéncia quando se emprega a série trigonométrica enriquecida, o que reflete
na diferenca dos valores de carga critica obtidos apresentados nas Tabelas 4.4 e 4.5. A falta
de monotonicidade é decorrente de uma instabilidade numérica da série trigonométrica en-
riquecida. Analisando a Figura 4.5a, que mostra a funcao Y4 multiplicada por um fator
K # 0 e a funcao Y4, percebe-se que estas se aproximam de fungoes linearmente depen-
dentes. O mesmo ocorre para Y5 e Y,,7, como mostra a Figura 4.5b. A proximidade de forma
dessas fungoes é a causa da instabilidade numérica observada. Contudo, pode-se contornar

a instabilidade numérica da série proposta retirando-se da base de fungoes as componentes



Aplicagoes Numéricas

40

Tabela 4.4 Resultados para ¢ = 5%.

m Aer Dif. % vs. MEF
Painel B TE B TE MEF BE TE
P1 6 7 12,79 12,70 11,84 8,0 7,2
P2 9 7 11,43 17,58 10,27 11,2 71,1
P3 5 5 26,35 26,10 27,19 3,1 4,0
P4 7 8 19,49 19,38 18,98 2,7 2,1
P5 6 6 10,61 10,56 10,16 4,3 3,9
P6 8 9 893 9,30 8,33 7,2 11,7
p7 5 5 2497 24773 25,49 2,1 3,0
P8 7 8 16,44 16,30 16,16 1,7 0,8
P9 5 6 9,79 9,70 9,43 3,8 2,9
P10 8 9 7,70 7,86 7,32 5,1 7,2
P11 5 5 2460 24,36 24,76 0,7 1,6
P12 6 7 15,07 14,98 14,69 2,5 1,9

Tabela 4.5 Resultados para e = 1%.

m Aer Dif. % vs. MEF
Painel B TE B TE MEF B TE
P1 6 7 12,79 12,70 11,84 8,0 7,2
P2 10 11 11,41 11,39 10,27 11,1 10,9
P3 5 6 26,35 25,98 27,19 3,1 4.5
P4 8 9 19,42 19,34 18,98 2,3 1,9
P5 6 7 10,62 10,50 10,16 4,3 3,3
P6 9 11 8,87 886 8,33 6,5 6,3
p7 5 6 2497 2459 25,49 2,1 3,5
P8 7 9 16,44 16,26 16,16 1,7 0,6
P9 6 7 9,75 9,64 943 3,5 2,3
P10 9 11 769 7,67 7,32 5,0 47
P11 5) 6 24,60 24,24 24,76 0,7 2,1
P12 7 8 14,98 14,85 14,69 1,9 1,1
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(a) (b)

Figura 4.5 Componentes Y, 4, Y5, Yue € Y7 da série trigonométrica enriquecida.

Y6 € Yur. Os resultados para essa nova série encontram-se nas Tabelas 4.7 e 4.8, onde
TE* significa que a série trigonométrica enriquecida é a modificada. A Figura 4.6 mostra a
convergéncia da nova série.

A instabilidade numérica da série trigonométrica afeta principalmente os resultados do
painel P2. Excecao a parte, a diferenca entre a carga critica determinada pela solucao obtida
e a carga critica determinada pelos modelos de elementos finitos ¢ menor que 12% para o
critério de convergéncia e = 5% e menor ou igual a 8% para o critério e = 1%. O ndmero de
termos hierdrquicos necessdrios para a convergéncia esté entre 5 e 11. Para o critério e = 1%,
os resultados da série de Beslin, da série enriquecida e da série enriquecida modificada nao
apresentam discrepancias entre si. As diferengas médias dos resultados obtidos pelas solucoes
propostas com relagao aos resultados dos modelos de elementos finitos sao apresentadas na

Tabela 4.6.

Tabela 4.6 Diferencas médias com relagao aos modelos de elementos finitos.

Dif. média %

Convergéncia B TE TE*
e =5% 44 98 43
e=1% 4,2 40 4,2
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Tabela 4.7 Resultados da série enriquecida modificada para e = 5%.

m Aer Dif. % vs. MEF
Painel TE TE* TE TE* MEF TE TE*
P1 7 6 12,70 12,80 11,84 7,2 8,1
P2 7 9 17,58 11,43 10,27 71,1 11,3
P3 ) 5) 26,10 26,38 27,19 4,0 3,0
P4 8 7 19,38 19,49 18,98 2,1 2,7
P5 6 6 10,56 10,60 10,16 3,9 4,3
P6 9 8 9,30 893 8,33 11,7 7,2
P7 ) 5) 24,73 25,02 25,49 3,0 1,8
P8 8 7 16,30 16,44 16,16 0,8 1,7
P9 6 5) 9,70 9,79 943 2,9 3,8
P10 9 8 786 7,70 732 7.2 5,2
P11 5 5 2436 24,66 24,76 1,6 0,4
P12 7 6 14,98 15,07 14,69 1,9 2,6

Tabela 4.8 Resultados da série enriquecida modificada para e = 1%.

m Aer Dif. % vs. MEF
Painel TE TE* TE TE* MEF TE TE*
P1 7 6 12,70 12,80 11,84 7,2 8,1
P2 11 10 11,39 11,41 10,27 10,9 11,1
P3 6 5} 25,98 26,38 27,19 4.5 3,0
P4 9 8 19,34 19,42 18,98 1,9 2.3
P5 7 6 10,50 10,60 10,16 3,3 4.3
P6 11 9 8,86 887 833 6,3 6,9
p7 6 5} 24,59 25,02 25,49 3,9 1,8
P8 9 7 16,26 16,44 16,16 0,6 1,7
P9 7 6 9,64 975 943 2,3 3,4
P10 1n 9 767 769 732 AT 5,1
P11 6 7 92424 2435 2476 2.1 1,7
P12 8 7 14,85 14,98 14,69 1,1 2,0
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Conclusao

Um método simples de obtengao da carga de flambagem local do revestimento de cascas
cilindricas reforcadas sob torcao uniforme é desenvolvido, no qual apenas um trecho do
revestimento entre reforcadores é analisado.

Na formulacao, considera-se a rigidez torsional dos reforcadores longitudinais. Emprega-
se o método de Rayleigh-Ritz com fungoes de aproximagao de natureza trigonométrica hie-
rarquica. A solugao é de fécil programacao e fornece uma ferramenta para a fase preliminar
de projeto.

Os resultados obtidos sao comparados com modelos de elementos finitos, de onde se

conclui que:

e as diferencas absolutas entre os resultados por elementos finitos e pela solucao desen-

volvida sdo menores que 10%, com excecao de alguns panéis;

e a diferenca média entre os resultados dos elementos finitos e da solucao é préxima de

4%;

e em geral, menos de 10 termos hierdrquicos sao necessdrios para a convergéncia das

séries;

e para o critério e = 1%, as séries trigonométricas avaliadas (Beslin, enriquecida e mo-

dificada) possuem desempenhos semelhantes e nao apresentam discrepancias entre si.
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Por fim, apresentam-se algumas sugestoes para trabalho futuros:

e tornar adimensional as equagoes da formulacao para se evitar problemas de instabili-

dade numérica;

e aplicar uma série de polindomios como fun¢ao de aproximacao do deslocamento transver-

sal do painel;
e considerar na formulacao o efeito de tor¢ao nao uniforme dos reforcadores;

e introduzir a rigidez de torcao dos reforcadores circunferenciais.
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